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Temario de Control por Computador

Control por Computador

Tema 1: Modelizacidon de Sistemas Discretos
Introduccidn

Representacion de sefiales en MatLab

>>typesOfSignals
Sefial Analdgica Sefial Cuantificada en Tiermpo Continuo
1 1
0 i}
! =
o =
2 2
-3 -3
2 -1 0 1 2 -2 -1 0 1 2
Tiernpo (s) Tiernpo (=)
Sefial de Datos Muestreads Serial Digital
1 1
0 Obeoen Grovree i oS
= 4 LT TITTPI FYPPPIOY .
B I
2 2
-3 -3
2 -1 ] 1 2 -2 -1 ] 1 2
Tiernpo (s) Tiernpo (=)

De aqui en adelante escribiremos las secuencias como:
{Xk}=1{0,1,-2,3.5...}
k=0—>
Nota: Trabajaremos en el rango positivo del tiempo, por tanto, todas las seniales para

tiempos menores que 0 valdran 0.

Delta de Kronecker. Es la equivalente a la delta de dirac en tiempo discreto

{ox} ={1,0,0,0, ...} Si k <0 la secuencia valdra 0

Seial Escalon

{fu} = {1, 1,1, 1, ...} Si k > 0 siempre vale 1 en k < 0 siempre 0

Sefial Rampa

{re} ={1,2,3,...} Su pendiente siempre vale 1 independientemente de la escala de

tiempo que usemos; en k >0
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Sistemas Discretos

[}

La entrada serd notada como “u” y la salida sera notada como “y

Estaticos: La salida en un instante de tiempo sélo depende de la entrada en ese mismo
instante de tiempo.

vk = f(uy)

Dinamico: La salida en un instante de tiempo puede depender de cualquier entrada o
salida previa o futura

Vk = f(Yk-2, Yk-15 Y1, Uk-2, Uk-1,Uk, U1 ...)

Trabajaremos con sistemas Dinamicos Causales y LTI.
e Sistemas Causales: Sistemas que no tienen variables futuras
e Sistemas Dinamicos Causales: Sistemas que no dependen de entradas o
salidas futuras, s6lo de las salidas anteriores y/o de la entrada actual y/o
anteriores.

e Sistemas LTI: Sistemas Lineales Invariantes en el Tiempo.

La expresion general de este tipo de sistemas es la siguiente:

Yk = 21.Yk1 + a2.yk_2 t .o TANYK, T bo-uk + brug + b2ug, + ... bmaug,

Nota: a y b al ser invariante en el tiempo serdn constantes.

Secuencia de Ponderacion: Respuesta del sistema cuando tenemos una entrada pulso.
{gx} = Respuesta con entrada {dy}

Si analizamos la respuesta ante el pulso, tendremos la respuesta frente a
cualquier entrada, ya que cualquier sefial se puede discretizar en sefiales pulso de
distintas alturas.

Para cualquier sefial, aplicando el teorema de superposicion, podemos calcular la

salida como la sumatoria de todos los pulsos discretos que forman la sefial.

Vi :i(gk—i '“i)

i=0

Salida =3} (seccion de ponderacion - entrada)
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Ejemplo. Célculo de la seccion de ponderacion y la salida de un sistema para
una entrada delta.

Ecuacion del sistema: Ve =Yy =05y, ., +u,,

a) Secuencia de ponderacion (hasta k =5)

k=0;
vo =yi—05-y,+tu,=0
Nota: hemos dicho que todas las seniales en instantes negativos valen 0 por tanto:

Va=yo2=ur=yy=10

vi=yo—05-y;+u; =0

k=2
Y2 =)y -0.5'y0+u0=]

Nota: ug al valer la sefial pulso 1, y, = 1

k=3

vi=y,—05-y, tu 2y;=1
k=4

yve=1-05+1=0.5
k=5

y5=05-05-1+0=0

La secuencia de ponderacion seria entonces {gi! = {0, 0, 1, 1, 0.5, 0,...}

b) yk para una entrada escalon

La entrada de tipo escalon siempre vale 1 {uy} = {1, 1, 1....}

0
Vo= g U, =go up=0-1=0;
i=0

1
vi=Y g U =grutgu=0-1+0-1=0
i=0

=g uptgrutgyu=01+01+01=1

Vi=g3 uptgutgrruytgouz=11+1-1=2

Ve=gs Upt gz u+gurtgruztgoug=051+1-1+1-1 =25
ys=..=25
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) Representacion en MatLab  (cc_001.m)
En MatLab disponemos del comando filter, cuyos pardmetros son ‘B’, ‘A’ y ‘u’.
MatLab pone las ‘v’ en un lado de la igualdad y las ‘u’ al otro, por eso, para adaptar

nuestra formula, despejaremos los términos de ‘y’.

Vi =Via 705y, =+u,

A 2 coeficientes que multiplican las ‘y’ (Cambiamos el signo), el primer elemento es el

que multiplica a yy y por eso siempre suele ser 1

>>A = [1 -1 +0.5]

B 2 coeficientes que multiplican las ‘u’
>>B = [0 0 1]

Creamos el vector equivalente a la serial pulso delta
>>delta = [1,zeros(1,5)]

Ejecutamos:
>>g = filter(B,A,delta)
>g =0 0 1.0000 1.0000 0.5000 0

Para representar la secuencia de ponderacion del sistema usamos el comando stem

>>stem(g, Filled”)

Creamos el vector equivalente a la senial escalon para el apartado b y repetimos los

mismos pasos, Ay B ya estan calculados
ones(1,6)
Ffilter(B,A,u)
>>stem(y, “filled?)

>>U

>>y

Probamos los mismos apartados para vectores ‘delta’ y ‘u’ de 30 y 31
componentes. Vemos que ambas entradas son muy parecidas aunque con valores

diferentes, ambas oscilan alrededor de un valor hasta que se estabilizan en ese valor.
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Ejemplo. Simular la secuencia yx = -3yi.; -2yk2 + Ux, hasta k = 10 (11 elementos
porque MatLab empieza en 1), para una entrada impulsiva delta y una sefial escalon.

(cc_002.m)

En este caso:

>>A

[1.3,2]

[1,0,0]

>>delta = [1, zeros(1,10)]
>>u = ones(1,11)

>>B

Vemos que la suma es mas grande cuanto mas tiempo, esto indica que el sistema

es inestable, para que sea estable, debe tender a un valor 0, como en el caso anterior.
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Sistema de Control Realimentado

Estabilidad de un sistema

Lo fundamental en un sistema es que sea estable.

Un sistema es estable, si para una secuencia de entrada acotada, la secuencia de
salida esta también acotada.

Cumple la condicion de estabilidad si la suma de la secuencia de ponderacion es
una secuencia finita:

Zw:qgi|)<°°

i=0

Si conocemos la Planta de un sistema, podemos saber para que entrada la salida
es la deseada. El problema es que si hay un error, se va acumulando hasta poder hacer el
sistema inestable, este tipo de control se llama control en lazo abierto (nunca lo

haremos).

u(k) » Planta ——Y(t)

Lo que haremos sera comparar la salida del sistema, con la que nosotros
queremos r(t) (senal de referencia), si a ésta sefial le restamos la salida obtenemos el
error. Si hacemos que este error tienda a cero tendremos la salida deseada, para ello en
funcién del error iremos cambiando la planta para obtener, aproximadamente, la salida
deseada.

Al ser la salida una medida fisica, necesitamos un sensor que la transforme en

una magnitud eléctrica para poder compararla.

u(k——»| Planta > Y(t)

r(t) error(t)

Sensor |«
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Tanto la referencia, el error, como la salida, son magnitudes temporales.

Usaremos un computador para que partiendo del error calcule la entrada de la
planta para que la salida sea la que queremos, como el error es analogico, es necesario
un Sample and Hold y un CAD para la entrada del computador. Tendremos una entrada
y salida del computador binaria y usaremos un mantenedor y un CDA para que la
entrada a la Planta del sistema sea analogica. El mantenedor es necesario para que la
salida del CDA no sean puntos discretos, de manera que mantenga la sefial a un valor

hasta que el computador cambie el valor.

Binario ‘ D \

) + error(t) i%g D/A > u(k)—>{ Planta S y()

' Y

Sensor

Este sistema discreto, ya no seria de lazo abierto sino de Lazo cerrado, no seria

el Gnico esquema.

Otro posible esquema: Si el sensor posee salida digital...

r(k + )M 1= - » DA ——>uk —>| Planta ()
r 3
binario
?S‘g < Sensor [
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Definiciones

Nivel de Cuantificaciéon (Q): se define como el nivel que hay entre dos puntos
adyacentes de la curva de cuantificacion, y se define como el intervalo de escala
completa (FSR) partido por 2 elevado al nimero de bits (n).

FSR

0=—

Dependiendo de cuanto tenemos que representar y de cuantos bits tengamos para

ello, el cambio de un valor a otro sera mayor o menor.

Error de cuantificacion: Error que cometemos al pasar de una sefial de infinitos
valores a una sefial que posee valores discretos finitos. Variara desde 0 hasta /2-Q

Dependera del valor que estemos cuantificando, por la escala x introducimos el valor
analogico y el factor de escala devuelve el valor digital, si estamos en un valor de 72 -Q

estamos devolviendo 0, por tanto el error sera 2-Q

20 -

El error lo trataremos como un ruido llamado ruido de cuantificacion, si el

nimero de bits es suficiente este ruido no sera significativo
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Transformada Z (unilateral)

Esto quiere decir que nuestras sefiales tendran valor desde cero en adelante,
hacia atras valdran 0. Por lo general seran continuas. Si por cualquier motivo, la sefial
fuera discontinua, tendria que serlo en el 0, en este caso tomaremos el valor a la derecha

del 0. Delta no la consideraremos discontinua.

Definicion
La transformada Z de una senal xi siempre que xx = 0 para k < 0, es una serie de

potencias en z © con coeficientes x, y que se expresa con X(z).
X(2) = Z{x(k)} = > x(k)z™";
k=0

Nota: z pertenece a los numeros complejos, z = a + bj.

Desarrollando la serie:

X(z) = x(0) + x(1)z" +x(2)z* +x(3) z° + ...

Ventajas de usar la transformada Z. Se usa una expresion sencilla, usaremos una
tabla de transformadas, lo que haremos sera convertir una ecuacion en diferencias en

una expresion algebraica que serd mas facil de usar.

Propiedades de la transformada Z

- Multiplicacién por una constante
Z{ax(k)} =ax(z)
- Linealidad
Z{ax(k) +by(k)} =ax(z) + by(z)
- Translacion en el tiempo
Z{x(t-n'T)} = Z2"x(2);
Nota: T es el tiempo de muestreo =2 translacion a la derecha, (7) y (9) de la tabla
de propiedades de la transformada.
Z{x(t+nT)} =272"x(z) - Sxi Z"
i=0

Nota: =2 translacion a la izquierda, (6) y (8) de la tabla.
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Teorema del valor inicial

Nos permite conocer el primer elemento de una secuencia sin conocer la
ecuacion diferencial. Generalmente lo sabremos y no sera necesario calcularlo.

x(0) = lin; X(2)

Teorema del valor final

Permite calcular el ultimo valor de una secuencia cuando k tiende a infinito.

x(@0) = lim(1—z")-X (2) = 111512—_1 X(z)
= z— z

Ejemplo. Calcular el valor final de la expresion: x(z) = P 2> (x(0)?
‘Z

x(0) = (172—1) /] —e®l =0/ =0

Ejercicio. Calcular la transformada Z de la expresion:
y(k) —0.7-y(k-1) + 0.1-y(k-2) = 0.8-u(k-2)
Z{yl)} = Y(z)
Z{— 0.7y(k-1)} = -0.7-Z"-Y(z)
Z{0.1y(k-2)}) = 0.1-Z°-Y(z)
Z{0.8'u(k-2)} = 0.8-Z°-U(z)

Transformada Z de la expresion:
Y(z)-0.7.Z"Y(z) + 0.1- 27 Y(z) = 0.8Z7-U(z)
Sacamos factor comun:
Yz) (1-0.7z"+0.127) = 087Uz
Y(z)=08Z°/(1-0.7z" +0.12°) -Uz)

Podemos saber la salida del sistema a cualquier senial, por ejemplo para la delta de
kronecker:

u(k) = delta(k) 2 U(z) = 1
Para una serial escalon:

utk) ={1,1,1,1,1...}) dU@z)=1/1-z"=z/(z-1)

Para obtener de nuevo y(k) seria necesario hacer la transformada inversa de la

expresion.
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Funcion de Transferencia de un Sistema Discreto

Seria un “modelo del sistema”, para el ejemplo anterior:

Y(z)/U(z)=0.82Z2/(1-0.72" +0.1-27)

Esta ecuacion es lo que vamos a llamar funcion de transferencia: Transformada
Z de la salida, dividida por la Transformada Z de la entrada siempre que las condiciones
iniciales sean 0. También se puede definir como la salida del sistema para una entrada
delta.

Z{secuencia de ponderacion ‘f(k)’}

Veremos a continuacioén como seria para el caso general:

y(k) =ajyk1 +a2ya + ... t anygn + boux + brug; + b2ug, + ...+ bmugy

La expresion general de una funcion de transferencia sera entonces:

Y(z)(1-al-z'—a2z?—a3z> —....-anz") = U(z) (b0 + bl-z'+ b2:z*+ b3z +...+ bmz™)

~Y(z) bO+bl-z-1+b2-z-2+b3-z-3+...+bm'z-m
U(z) 1 al-z-1 a2-z-2 a3-z-3 ....-an'z-n

G(2)

Si multiplicamos y dividimos por Z" nos quedarian las Z con exponentes

positivos

b0-zn+bl-zn-1+b2-zn-2+b3-zn-3+...+ bm'zn-m
1-zn al-zn-1 a2-zn-2 a3-zn-3 ....-an

G(z)=

Si calculamos los valores que hacen cero el denominador de la ecuacion
habremos calculado los Ceros, si calculamos los que hacen cero el denominador seran
los Polos, estos valores nos servirdn para calcular la estabilidad del sistema. Si los polos

son mayores que uno, el sistema sera inestable.
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Veremos como se define una funcion de transferencia en MatLab: (cc_003.m)

G = tf(num,den,T)
num: vector de coeficientes del numerador
den: vector de coeficientes del denominador
T: periodo de muestreo, si indicamos -1 quiere decir que no tenemos definido el

periodo de muestreo

G = zpK(ceros,polos,ganancia,T)
Ceros: vector con los ceros de la funcion de transferencia
polos: vector con los polos

ganancia. es un valor que multiplica a la funcion de transferencia

Ademas podemos pasar de una forma a otra:
G =zpk(if(...)
G = ifizpk(...))

Comandos para simular en forma de funcion de transferencia:
impulse 2 simula el sistema para una entrada impulso
step =2 simula para una entrada escalon.
Isim 2 simula para una entrada genérica.
inicial = simula para una condicion inicial distinta de cero y para ninguna

entrada.

Simularemos la secuencia calculada anteriormente para una entrada impulso y
una entrada step
Yz) =0.8z7/(1-0.7z"+0.1z7)
Primero es necesario pasar a exponentes positivos, multiplicando y dividiendo

por el mayor exponente:

G(z) =08/(-0.7z+0.1)

>> G = tf(0.8,[1 -0.7 0.1],-1)
Si usamos zpk la funcion se muestra en forma de factores, para saber los ceros y

polos existen las funciones:
>>zero(G)
>>pole(G)
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Transformada Z inversa

Veremos como pasar del dominio de Z al dominio del tiempo nuevamente.

Existen cuatro procedimientos:

Aplicando las tablas (So6lo nos sirve para expresiones sencillas, si son complejas

las transformamos en sencillas)

Division larga: Una vez que tenemos los cocientes, realizamos la division de los

polinomios, es un proceso tedioso que puede dar lugar a expresiones extranas...

Integral de Curvatura: Integral compleja, muy complicada de realizar

Fracciones Simples: Transformamos el cociente de polinomio en fracciones de

coeficientes mas pequefios a los que poder aplicar las transformaciones directas

de las tablas. Buscaremos hacer las fracciones simples de Y(z) / z , una vez

calculada pasamos la z multiplicando. Teniendo fracciones simples pueden

aparccer cuatro casos:

0]

0]
0]
0

Raices reales distintas

Raices reales iguales: Tienen alguna multiplicidad

Raices complejas distintas

Raices complejas iguales: Son sistemas de orden 4, nosotros

trabajaremos con sistemas de orden 2

Usaremos el método de los Residuos para resolverlas

En MatLab contamos con el comando residue
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Veremos unos ejemplos de cada caso:
Ejemplo 1. En la siguiente ecuacion en diferencia calcular y(k)
y(kt) — ary(k) = r(k-1)
y(0) =r©) =0
Los pasos a seguir son: Z{secuencia} = despejamos Y(z) 2 Z'{Y(z)}
Y(z)z' - zy(0) —a'¥Y(z) = R(z) )
Como tenemos que y(0) y r(0) son cero, nos queda:

Yz)z—aY(z)=R(z) z

Y(z)=—2—R(2)

Suponemos que la entrada es una delta, tenemos: r(k) = delta(k) 2 R(z) = 1
Y(z) =z/(z-a) Dyk) =d"

Aplicamos las tablas para realizar la transformada inversa, en este caso en la fila (18)

Ejemplo 2. (Hecho anteriormente): ;y(k)?
G(2)=Y(2)/U(z)=0.82z>/(1-0.7z"+0.1-z?)
Veremos la salida cuando la entrada es una seiial escalon U(z) =1/ 1 —z"

Hallamos Y(z) = G(z) - U(z) Bz "{...} Dy(k)

0.8-77 1 0.8-z7

Y(z)= . =
@) (1-0.7-z' +0.1-z*) 1-z" 1-0.7-z' +0.1-z%-2"+0.7-2z>-0.1-2"

Simplificando en el denominador:

0.8-27

Y(z)=
@ 1-1.7-z'+08-22-0.1-27

= pasando a exponentes positivos,

multiplicando y dividiendo por z° obtenemos:

08-z
1-2°-17-2+0.8-2-0.1

Y(z)=

En MatLab podemos resolver las raices de un polinomio mediante el comando roots

(cc_004.m)

>>roots([1, -1.7, 0.8, -0.1])

Obtenemos que son 1, 0.5y 0.2
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Calculo de los Residuos para Raices Reales

En este apartado veremos la forma de calcular los residuos para polos reales simples

y multiples.

- Raices Reales Simples (multiplicidad 1):

Y(z):B(z): B, N B, N B,
z A(z) z—-pl z—p2 z-p3

pl #p2 #p3 ... Son las raices del polinomio
A(z)=0 - pl, p2, ... seran los polos

Para calcular cada B; haremos:

B(2)
B. = (z—p.
T (z—p))

- Raices Reales Multiples (multiplicidad > 1)

Cuando las raices son reales (hay polos repetidos), la expresion a usar es la

siguiente:

Y(2) _ B(z) _ Bl " Bz - B3
z  A(z) (z-pD)" (z—-pD"" (z—pl)’

Para calcular los B; en este caso se procede de la siguiente forma:

di—l .
Bi = dz! (Z_pl)

B(z)| 1
A(z) | G-, .
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En MatLab tenemos un comando que nos calcula los B;:

[R,P.k] =residue(B,A)

B y A son las funciones
R son los residuos
P son los polos

k: si B se puede dividir por A, MatLab lo calcula y lo devuelve en k

A continuacién haremos un ejemplo de cada tipo y lo comprobaremos en
MatLab, ademés aprovecharemos el ejemplo del dia anterior para calcular la
transformada Z inversa.

0.8-z7
1-0.7-z7" +0.1- 2~
a) Una entrada pulso =2 u(k) =d(k) 2> U(z) =1

Ejemplo 1. Evaluar el sistema Y(z) = --U(z) para:

A partir de Y(z) vamos a calcular la transformada inversa.

Primero pasaremos los exponentes a positivos:

0.8
z2-0.7-z+0.1

Y(z)=

Para realizar la transformada inversa es necesario descomponer la expresion en
funciones simples. Para descomponer en raices es necesario tener z’ en el
denominador, como no lo tenemos, dividimos por z en ambos términos:

Y(z) 0.8
z (22 —0.7-Z+0.1)'Z

Para calcular las raices del polinomio del denominador lo haremos mediante MatLab:

>>roots([1, -0.7,0.1])

Obtenemos p2 = 0.1 y p3 = 0.5, pl seria la raiz de la ‘z’ que multiplica el

denominador, es decir pl = 0;
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Tenemos entonces que el cociente del polinomio es:

=—1+
z (22—0.7-z+0.1)-z z (z-0.2) (z-0.5)

Y(z) 0.8 B, B __ B

0.8 0.8 0.8
B, = @-ph) = 2= -
z-(z=0.2)-(z-0.5) 2:(z-0.2)-(z-0.5) (-0.2)-(-0.5)

z=pl=0

Como z en pl es igual a 0, Bl nos queda 0.8 / (-0.2)-(-0.5) = 8. El (z — 0) que
multiplica el cociente se elimina con la z del denominador, por eso el denominador no

es 0

Realizamos los mismos pasos para calcular B2 y B3:

0.8 0.8 0.8
B, = (2= p2 _ (2402) = —_133
= o0 (05 ETF )Z_pz_m - (2702)- 05 “T 0= 020203
0.8 0.8 0.8
B = 0 aos G s 2(2-02)-(2405) (09 = 05 05-02)

Ahora sustituyendo en la ecuacion:

Y(Z):§+ -13.3 N 5.33 > Y(z):8+_13'3'2+ 533.z
z z (z-0.2) (z-0.5) (z-0.2) (z-0.5)

Ahora, mediante la tabla (lineas 1 y 18) calculamos la transformada inversa de cada
una de las expresiones, quedando la expresion dependiendo solo y exclusivamente del

tiempo (k):

y(k) = 8:5(k) - 13.3- 0.2 + 5.33 - 0.5"
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Si usamos impulse para representar la funcion Y(z) y luego representamos esta funcion

dandole valores a k, debemos obtener la misma grafica (cc_005.m)

0.9r

0.8 &

0.7 F

0.6

0.ar

0.4+

0.3F

0.2F

oo
[}
[gul

o

? i

B

&
= mlg

|

H

3]

i

&

&

Siendo:

0.8 .
z2-0.7-z+0.1

Yo > yk) =8d(k) - 13.3- 0.2+ 5.33 - 0.5"

y1 2 Y(2)= U(2)

Si hacemos este mismo ejercicio en MatLab obtendremos: (cc_005.m)

>> [R,P,K] = residue(0.8,[1 -0.7 0.1 0])

R =
5.3333
-13.3333
8.0000

P =
0.5000
0.2000
0

K =

L1
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z

b) Una entrada escalon 2 u(k) = {1,1,1,1,1....} 2 U(z) =

z —

Como ya se calculo el dia anterior:

0.8-27

Y(z)=
@ 1-1.7-z'+08-22-0.1-22

Al igual que antes, pasamos todos los exponentes a positivos multiplicando y dividiendo

3
por el mayor exponente z’:

0.8z

Y(z)=
@ 22 -17-22+0.8-2-0.1

Dividimos en los dos términos por z

Y(z) 0.8
z z22-17-224+0.8-z-0.1

Primero lo calcularemos en MatLab:

>>[R,P,K] = residue(0.8,[1 -1.7 0.8 -0.1])

2.0000
-5.3333
3.3333

1.0000
0.5000
0.2000

Tenemos en este caso que el valor para el numerador de los distintos polos esta en R,

serd 2 para el polo 1, -5.33 para el 0.5 y 3.333 para el 0.2.

Vemos que estamos en el caso de raices reales y simples ya que son todas distintas, la

descomposicion del polinomio nos queda en este caso:

Y(z) 0.8 __ 2 533 333
z  z22-17-z2"408-z-0.1 (z=1) (z-0.5) (z-0.2)
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Para hacerlo manualmente debemos calcular las raices, si es de orden 3 podemos

calcular las raices en MatLab o se nos dardn, no serd necesario calcularlas en ningun

caso.
>>roots([1 -1.7 0.8 -0.1])

Como era de esperar obtenemos 1, 0.5 y 0.2.

Calculamos Bl, B2 y B3 de la misma forma que antes:

B - 0.8 P 0.8
(z—1)-(z—0.5)-(z—0.2) (z+1)-(z—0.5)-(z—0.2)

z=pl=1

(z+1)=2

=-5.33

2]z=p2=05

=3.33

z=p3=0.2

3

A continuacion calcularemos la transformada Z inversa.

Primero multiplicamos toda la expresion por la z que divide a Y(z):

2.z 533-z 3.33.-z

Y(z2)= - +
(z-1) (z-0.5) (z-0.2)

La expresion es similar a la anterior, por tanto, usando la tabla obtenemos:

yk)=2-1"-533-0.5+3.33-0.2"
I"=1
y(k)=2-533-05+333-02"
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A continuacion realizaremos un ejemplo con raices reales multiples

Y(z)zB(z)_zz+2-Z+3

Ejemplo 2. Evaluar el sistema = 3
z A(z) (z+1)

para:

Tenemos un unico polo en -1 tres veces (multiplicidad 3), en este caso el procedimiento

serd ligeramente distinto a los anteriores:

Y(z)_B(z)_zz+2-z+3_ B, N B, N B,
z A(z)  (z+1)  (z+1)P (z+1)?  (z+))

En este caso para calcular cada Bi, atenderemos a la respectiva formula:

(d B0 ]
b _[dZO{A(z) (z=pD } O!J

En este caso la derivada 0 de B(z) / A(z) seria el propio cociente, esto quiere decir que

B z2 42243
(z+1)’

z=pl=—1 z=pl=-1

no hay que derivar. Por otro lado el factorial seria igual a 1

Para calcular B2 tenemos que calcular la derivada con respecto a z de lo que teniamos
3 . ey . .
antes, como (z+1)" se elimino en el denominador y numerador, la derivada es del

polinomio z* + 2:z + 3, con lo que nos queda 2-z + 2, quedando la expresion:

1
2-D! z=pl=-1I

B,=(2-z+2) =2-(-1)+2=0

El factorial en este caso también vale 1

Para calcular B3 volvemos a calcular la derivada de lo que teniamos antes 2:z +2 = 2

quedando

1

=2 —— =2

. =1
(3 - 1)' z=pl=-1

A
2

En este ultimo caso el factorial de 2 es 2
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Por ultimo, al igual que antes, despejamos la expresion Y(z) y realizamos la

transformada inversa.

2.z z

+
(z+1)°  (z+])

Y(z) =

En la fila 27 de la tabla obtenemos la transformada del primer término, quedando

entonces como:

_ -2
Fila 27: Z{M . a“} = Z—“ pasando Z a positivo = ————
2! (l-a-z7) (z—a)

En la fila 28 se muestra el caso general

Realizamos las transformadas inversas de los dos términos de la ecuacion de Y(z)

2-z _ z k(k 1) k-1 TV (T
_Z{(Z+l)3}—2 Z{(ZH) } (=D =k (k=1)-(=1)

z k
o Z{<z+l>} D

La expresion final que nos queda es la siguiente:

y(ky=k-(k=1-(-D"" 1"

Se puede simplificar aun mas teniendo en cuenta que:

1) =) ) = D))

Nota: (-1)"' = % =-1

Quedando entonces la expresion como:

V) = D'+ kD ()= (D @k (k- 1)
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Para probar esto en MatLab usaremos:

Representamos la expresion y(k) y la Funcion de Transferencia

e impulse

e step

(cc_006.m)

Y(Z)_Zz+2'2+3

z

(z+1)°

para una entrada delta y una entrada escalon dandonos los mismos resultados:

Ampltude

o8k

Ampitude

o (k) = (-1)"(1-k(k-1))

10t

08k

o Funcion de Transferencia para una entrada impulso

%10 Impulse Response

0&

0E

04

0z

-0z

04

-0&

-0a

. . . . . . .
0 10 20 30 40 S0 B0 7D
Time (s2c)

e Funcion de Transferencia para una entrada escalon

Step Respanse
5000

L
80

L
90

100

4000

3000

2000

1000

1000

-2000

-3000

-4000

-5000
o

. . . . . . .
10 20 30 40 S0 60 7D
Time (s2c)

L
&0

L
90

100
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Calculo de los Residuos para Raices Complejas Simples

Aqui calcularemos los residuos con polos complejos simples (los polos

complejos multiples dada su dificultad no los estudiaremos), para luego poder calcular

la Transformada Z inversa.

Los métodos a usar son:

1.

Utilizar el método de los residuos para polos reales (MatLab: residue). Se
obtienen residuos complejos (no aparecen en las tablas), una vez obtenidos
estos residuos sera necesario operar para quitar los numeros complejos y poder

realizar la transformada inversa.

. . a-z+b ,
u : ;
Buscar Fracciones Simples de la forma: > - donde los polos serian
z—-0 " |+w
“d + jo” . También serd necesario realizar algunas operaciones. Luego

podremos resolverlas comparando con las expresiones de las tablas (dos tltimas

filas de la tabla “no ogata”, 6 16 y 17 de la tabla “ogata”)

71 z-(z—c-cos(b-T)) _ Lk bh-k-T
@) {zz —2-c-z-cos(b-T)+c? et -os{ )

7 z-c-sen(b-T) _ ot senlb- kT
@ {22 ~2.c-z-cos(b-T)+c? e -se )
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A continuacion evaluaremos un sistema con este segundo método para su mejor
comprension:
Y(z) B(z) 2-z+12

z A(z) 2242245

Ejemplo 1. Calcular la transformada Z inversa de

Dada esta expresion vamos a ir calculando los pasos necesarios para

transf p Ly fracei leias simples del tivo- a-z+b
ransformar esta expresion en fracciones complejas simples del tipo: T

Para ver si es viable realizarlo por el método 1, obtenemos las raices del denominador,
podriamos hacerlo a mano, pero ejecutaremos mejor el comando en MatLab, para ver

si realizarlo:

>>roots([1 2 5])
ans =
-1.0000 + 2.0000i
-1.0000 - 2.0000i

Se obtiene un resultado complejo, para ello, obstamos mejor hacerlo por el segundo
método. Por lo que comparamos la expresion del denominador de nuestra expresion

con el denominador de la primera de las expresiones a comparar:
2 2 2
z7+2-z+5 = z"—=2-c-z-cos(b-t)+c

Comparamos lo que multiplica a la z° en ambos lados de la igualdad, lo mismo con la z

v con el término independiente:

2=2-cos(b-t) —> cos(bt)= -1 =—
c

-1
V5

5=c*5c=+5

Despejando bT obtenemos:

b-T=ar cos(i] =2.0344rad

NG

Nota: En MatLab el arcoseno se obtiene con el comando acos() = acos(-1(sqrt(5)))

-25- © Bavegoal



Temario de Control por Computador

Por otro lado, tenemos la siguiente propiedad: sen®(bT)+cos’>(bT)=1, de donde

podemos despejar sen(bT) para hallar su valor.
1
sen(bT) = J1—cos”(bT) = ,[1—-— =
5 45

Ya tenemos lo necesario para comparar la expresion del principio con las de las tablas

2

descritas anteriormente:

c=+5

bT =2.0344rad

cos(bT) = %
sen(bT) = 2

NG

Como siempre, pasamos la z del denominador de Y al otro lado de la igualdad

Y()_ 22412 Y(Z):2-22+12-z
z z2 42245 z2 42245

Buscaremos una combinacion de las expresiones anteriores. Generalmente serda una
suma de ambas.

Zl{ z-(z—c-cos(b-T)) 02} Z“{ z-c-sen(b-T) }

2> =2-c-z-cos(b-T)+ 2 =2-c-z-cos(b-T)+c?

De las expresiones a comparar elegiremos, primero escogemos la de mayor orden, y en

una primera instancia el denominador:

-1
z> —z-c-cos(bT) =z* _Z.\E.(E]:ZZ +z
Ahora operaremos en la expresion de Y(z) para que el numerador valga la expresion
obtenida:

Quitamos el 2 que multiplica a la 2° y dejamos un z sola, dejando z y por otro lado 5z

2-(22+6-Z)_2.(22+Z+5-Z)

Y(z)=
@) z2 42245 z24+2-z+5
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Dividimos la expresion en dos sumandos, una comparable con la expresion (1) de la

tabla y la segunda expresion la transformaremos para que coincida con la expresion

(2) de la tabla

Separando la expresion en sumando obtenemos:

(z> +2) s 5z

Y(z)=2-
@) z2 42245 z2 42245

. . . .7 1
Se ve claramente que el primer sumando coincide con la expresion (1) de la Z'*, por

tanto, podemos calcular su transformada inversa de manera directa:

z" {2ﬂ} =245 -cos(2.0344 k)

z2 42245

Ahora calcularemos la transformada inversa del otro sumando de la ecuacion anterior:
- S5z
zZ 2 R —
z°+2z+5

Para ello, al igual que antes, vemos cuanto tiene que valer cada término del numerador

de la expresion (2) para que la expresion sea la que buscamos:

c-z-sen(bT)=\/§-z~i:2-z
5

=

sustituyendo en la expresion anterior tenemos:

7 {10—2} _5.71 {L} = 5.5 -sen(2.0344-k)

z2 42245 z2 42245

Juntando las transformadas inversas calculadas, obtenemos la solucion.

k

Y(k)=2-4/5" -c0s(2.0344- k) +5 2 - sen(2.0344 - k)

Nota: 5-/5 ‘ puede ponerse como 5
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Para comprobar que es correcto podemos simularlo en MatLab: (cc_007.m)
Simularemos la Funcion de Transferencia y la Ecuacion en Diferencia resultante al
realizar la Transformada Inversa y la representacion de ambas debe ser idéntica. Como

entrada u(k) usaremos la delta de kronecker.

Primer definimos la Funcion de Transferencia. Usamos tf indicando coeficientes del

numerador y denominador y un periodo de muestreo indefinido
Y = tf([2 12 0],[1 2 5].-1)

Le aplicamos a la Funcion de Transferencia una entrada impulso (delta de kronecker):

[vl,k] = impulse(Y);

Ahora definimos la Ecuacion en Diferencias resultante.

Calculamos bt:
bT = acos(-1 7/ sqgrt(5));

Calculamos y(k) segun nuestra ecuacion,
y2 = 2 * 5.7k / 2).* cos(bT * k) + 5.~(L + k/2).* sin(bT * k):

vl e y2 deberian ser iguales, para ello las representamos en la misma grdfica con

distintos colores:
plot(k,yl,"bo",k,y2,"r+%);
legend("y_1 (impulse)*,"y 2 (solucion)®);

15':' T T T T T T T T T
oy (mpulse)

+ ¥, (solucion) |

100

a0 - =

Qe -

E0k i

-100 .

-150 =

=200 - =

=250 - =

_BDD 1 1 1 | 1 1 1 1 1
a . : : : .
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Ejercicio 1. Resolver la siguiente ecuacion en diferencias:
y(k)=0.5-y(k—1)-0.25-y(k=3)—u(k)-1.5-u(k +1)+ 2 -u(k -2)
Siendo u(k) = (k) = entrada pulso (delta de kronecker)

Para resolverla tenemos que obtener Yy’ en funcion de ‘K’, es decir, que no
dependa ni de k+1, ni k+2 .... Para ello, calcularemos la transformada Z de la
expresion, despejaremos Y(z) y luego haremos la transformada Z inversa de la

expresion usando alguno de los métodos aprendidos.

Z{y(k)}=Y(2)=0.5-27"-Y(2) - 0.25-27 - Y (2) - U(2) -1.5- 27" - U(z) +2 -z - U(z)

Sacamos factor comun Y(z) y U(z) quedando entonces:

Y(2)-(1-0.5-27'40.25-z27)=U(z)(-1-1.5-z7" +2-27)

Despejando Y(z):

B (-1-1.5-z7" +2-z_2)_

Y(z
) (1-0.5-z7"'40.25-27%)

U(z)

Introducimos como entada 6(k) =2 U(z) = 1 queddandonos:

B (-1-1.5-z7'+2-27)
(1-0.5z7"40.25-27%)

Y(2)

Ahora para calcular la Transformada Inversa, pasaremos los exponentes a positivos
multiplicando y dividiendo el término de la derecha por z*:

(=z° =152 +2-2)
(z> —=0.5-2°+0.25)

Y(z)=

Como no esta en la tabla, lo pasamos a fracciones simples, para ello, primero pasamos

z dividiendo al lado izquierdo de la ecuacion:

Y(z) (-z° -1.5-2+2)
z (z =0.5-22+0.25)
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Lo primero sera calcular las raices del denominador, para ello, ayudandonos de

MatLab:
>>roots([1 -0.5 0 0.25])

ans =

0.5000 + 0.5000i
0.5000 - 0.5000i
-0.5000

Observamos que se obtienen dos raices complejas simples y una real simple. La
ecuacion nos queda de la siguiente forma:
Y(2) _ A N B-z+C
z (z+0.5) (2—6)2 +

Nota: donde sigma es la parte real y omega es la parte imaginaria

La explicacion de la formula compleja se obtiene de realizar la operacion de las raices
reales con las raices complejas:

Al N A2
(z-0.5-0.57) (z—-0.5+0.5/)

Si sumamos la expresion obtenemos:

Al-(z=0.5+0.5/)+ A2 (z—0.5-0.5)
(z—-0.5-0.5/)-(z—0.5+0.5)

Vemos que en el denominador nos queda una multiplicacion del tipo (a + b)-(a -b)
dondea =z-0.5y b= 0.5 quedando entonces la suma de los operandos al cuadrado,

2 . .y .
como sabemos, j7 = -1, quedando entonces en el denominador la expresion dicha

. 2
anteriormente (z - O') +o

Realizamos los calculos del primer denominador de la expresion principal:

(-z° -1.5-z+2)

L, _BO) _
(z+0.5)-((=-0.5)* +0.25)

_ _ —(=0.5)> =1.5-(0.5) +2 s
" A(2)

(-0.5-0.5)° +0.25

(z+0.5)

z=—0.5

(z—p;)

Z=Pp;

Nota: (z+0.5) se eliminaria con el del denominador
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Ahora calcularemos B y C, para ello, primero calcularemos la suma que teniamos.

Y(@) _A-(z-0%)+0*)+(B-2+C)-(z+0.5)
z (Z+O.5)-((Z—O')2+a)2)

El numerador debe valer lo mismo que el numerador que teniamos al principio (-z*-1.5
z+2), para resolverlo, dejamos la expresion en forma de polinomio e igualamos los

coeficientes que nos queden (las z° con las 2°, las z con las z etc...)
A-(z-0) +0*)+(B-z+C)-(z+05) = (=22 -15-2+2)
Nota: (z-0.5)° =22+ 0.25—z

Realizando las operaciones obtenemos:

Az +A4-025-4-24025-A+B-z*+05-B-z+C-z+05-C=-z*-15-z+2

Agrupando los coeficientes de cada z* tenemos:

22 (A+B)+z-(-A+05-B+C)+05-(A+C)=-z"-1.5-z+2

Igualando término a término:

A+B=-1
-A+05B+C=-1.5
0.5(4+C)=2

Como ya hemos calculado anteriormente A, nos facilita los cdlculos. Sino la
hubiésemos calculado, también podriamos calcularla ahora, ya que tenemos 3
ecuaciones con 3 incognitas. Obtenemos:

A=2B=-3yC=2

La expresion de ?) sustituyendo A, By C nos queda:

Y@ _ 2, —3-z42 > Y(o)= 2-z 3.2 42z
z  (z+0.5) (z-0.5)>+0.25 (z+0.5) (z-0.5)°+0.25

Expresada la Funcion de Transferencia en fracciones simples comparando con las
expresiones de las tablas podemos calcular la Transformada Inversa. Primeramente

comprobaremos los resultados obtenidos con MatLab.
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Resolviendo esto en MatLab deberiamos obtener los mismos resultados, vamos a

comprobarlo:

Calculamos los residuos mediante el comando residue, devuelve en r los residuos, en p
los polos y en k, si existen, los polinomios simples resultantes de dividir los dos

polinomios. La entrada de la funcion son los coeficientes del numerador y denominador

>>[r,p,k] = residue([-1 -1.5 2], [1 -0.5 0 0.25] )
r =

-1.5000 - 0.5000i

-1.5000 + 0.5000i

2.0000
p =

0.5000 + 0.5000i

0.5000 - 0.5000i

-0.5000

Como la mayoria de las veces K no contiene ningun valor.

Hay que tener en cuenta, que a cada residuo, le corresponde el polo de su misma
posicion, de este modo tenemos, segun MatLab:

Y@ _ 2 (F15+05)  (-15-05))
z  z+05 (z-05+0.5/) (z-0.5-0.5/)

MatLab nos da las fracciones por separado, para poder usarlas sumamos las raices

complejas:
(-1.5+0.5)) N (-1.5-0.55) (-1.540.55)-(z=0.5-0.5/)+(-1.5-0.5/)-(z-0.5+0.5)
(z=0.5+05/) (z-0.5-0.5)) (z—0.5)"-+0.5°

Esto también podemos realizarlo en MatLab, sino definimos ninguna variable con el
nombre de j’, automdticamente, MatLab entiende que se trata de un niimero complejo,

los polinomios se representan como vectores, entonces ejecutamos.:

(~1.5+0.5) *[1—0.5—0.5] + [1 — 0.5+ 0.5] * (-1.5—0.5))

Obtenemos [-3, 2] 2 -3z + 2 por lo que efectivamente nos da el resultado esperado

Y(z) 2 N -3.z+2
z  (z+0.5) (z-0.5)*+0.25
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Expresada la funcion en fracciones simples procedemos a calcular la Funcion de
Transferencia Inversa. Pero primeramente despejamos Y(z) queddandonos:

2z +(—3-Z+2)-Z
(z+0.5) (2> -z+0.5)

Y(2)

4 _ ) 2z 41(=3z+2)-z
2@t = =2 {(z+0.5)}+z {(zz—z+0.5)}

La primera de las transformadas es directa:

4] 2z Ry
“ {(z+0.5)} = 209

La segunda de las transformadas tenemos que compararla con las formulas 16 y 17 de
la tabla de transformadas. Primero compararemos los denominadores ya que ambas

formulas a comparar (16,17) tienen el mismo denominador:

(Z—z+0.5) =2 - 2czcos(bT) +

1=1
-1 =2-ccos(b-T)
0.5=¢

Despejamos c:

c=4/0.5

y teniendo c¢ despejamos el coseno.

1

2405

Si multiplicamos y dividimos por V0.5 Ia expresion nos queda como
cos(bT) = Jos

Calculamos b-T:

cos(bT) =

bT = arcos(v/0.5 )= 0.7854rad

Ahora calculamos el seno con la ayuda de la propiedad sen®(bT)+cos>(bT)=1 por lo

que despejando el seno nos queda:

sen(bT) =1-40.5 =405
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Tras todos los calculos realizados, resumimos los siguientes valores:

=405
cos(bT) =405

sen(bT) =+/0.5
bT =0.7854rad

Comparamos primero el numerador de la expresion de la Z' que tiene el coseno.
1
2z —c-z-cos(bT)=z" —~40.5-2-40.5 = z° —E-Z
Para poderlos comparar tenemos que conseguir que el numerador de nuestra expresion
tenga 2’ ——z
2

. 2 . e e
Necesitamos tener la z° sola, por eso, dividimos el numerador entre 3 y sacamos el -3

fuera.

-3.z7"

, 1 1
z —E'Z_g z
3.-Z74—
z°—z-0.5

Dividiendo el numerador en sumandos:

z

1
3z 47 22—
z°—z-0.5 z°—z-0.5

Nota: En el segundo término introducimos el -3 multiplicando, de ahi el ' que nos

queda.

Ahora podemos ya calcular la Z" del coseno;

_3.77 —25 = 3.400.5" -¢0s(0.7854 - k)
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Para realizar la segunda expresion resultante, como ya tenemos el denominador y
tenemos solo una z en el numerador, haremos las transformaciones necesarias para que

los numeradores sean iguales.

1

- 2
A
z-—z-0.5

c-z-sen(bT)=+0.5-z-4/0.5 :O.S-z:%

‘Z

Como vemos, lo que necesitamos, es exactamente lo que tenemos, por tanto podemos
aplicar la transformacion directamente.

1

z 22—05 = 05" - 5en(0.7854 - k)
zZ —Z—VU.

Uniendo las tres expresiones obtenemos y(k):
P(k)=2-(=0.5)" =3-4/0.5" -c05(0.7854-k) ++/0.5" - sen(0.7854- k)

k
Podriamos sacar 0.5 como factor comun para dejar la expresion mas legible.

A continuacion vamos a comprobar que realmente la solucion es correcta.

1. Tenemos la ecuacion en diferencia del sistema

2. La funcion de transferencia

3. La ecuacion a lo largo del tiempo
En MatLab, para el primer caso usaremos filter, para la segunda, lo haremos con
impulse y para la tercera simplemente daremos valores a k y representaremos y(k) en

esos valores, todas deberian dar el mismo resultado. (cc_008.m)

i

—=a ¥ (mpulse)
06+ + ¥y (ilter]

. ¥4 (solucion)

056+

248
1]
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Ejercicio 2. Resolver la siguiente Ecuacion en diferencias, siendo la entrada aplicada
una sefial escalon de amplitud 1.
y(k)=0.5-y(k-1)—0.12- y(k —2)+0.008 - y(k =3)+u(k —2)+2-u(k -3)

uk)={1,1,1,1,1,1,...}
Los pasos a seguir son:
1. Aplicar la transformada Z a la secuencia
2. Despejar Y(z)

3. Aplicar la transformada Z"' mediante los métodos vistos anteriormente.

Realizamos la transformada Z

Z{y(k)}=0.5-z" - ¥(2)=0.12- 27 - ¥(2) +0.008- 2 - Y(z) + z > - U(z) +2-z" -U(z)

Agrupamos las Y(z) por un lado y las U(z) por otro:
YE)(1-0.52" +0.1227 -0.008z°) =UE) 7 +227)

Dividimos Y(z) entre U(z) para obtener la funcion de transferencia y pasamos las z a

exponente positivo multiplicando y dividiendo entre el mayor exponente en positivo:

(z_2+2-z_3) (z+2)

Y(2)
=G(2) = ] ) 3\ 3 2
U(z) (1—0.5-2 +0.12-z27° -0.008 -z ) (z7-0.5-z7+0.12-2—-0.008)

Esta funcion de transferencia la podemos simular en MatLab mediante step, que simula
la entrada de una serial escalon. Otra opcion es usar impulse, para simular la entrada

de una delta, pero para ello, tendriamos que multiplicar la expresion anterior por la

transformada de U(z) (sefial escalon) que es

Multiplicamos la expresion anterior por la transformada de la serial escalon:

(z+2) oz (z+2)-z
(z2 =052 4+0.12-2-0.008) z—1 (2°=0.5-z>+0.12-2—-0.008)-(z —1)

Y(z)=
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Ahora sabemos que uno de los polos es 1, que hace cero a (z-1), el resto lo calculamos

mediante MatLab y obtenemos:

>>roots([1 -0.5 0.12 -0.008])

Obtenemos:
0.1
0.2 + 0.2j

Pasamos la z del numerador dividiendo a Y(z) para que nos quede una z en el

numerador y podamos comparar en las tablas.

Escribiendo la expresion descompuesta en factores obtenemos:
Y(z) (z+2)
2 (z=0.1)-(z—=1)-((z-02)* +0.2?)

Nota: El polo complejo sale de (z - 0')2 +* con 0.2 + 0.2

Descomponiéndolo en fracciones simples obtenemos:
Y(2) (z+2) A B C-z+D
= 3 3 = + + 3 p
2 (z=0.1)-(z=1)-((z-02Y +0.2*) (-0 (-1 (z-02)*+02?)

Sumando las fracciones y comparando el resultado con la expresion de la izquierda
podriamos obtener A, B, C y D. Para hacerlo de forma mas rapida, calcularemos los
residuos, los polos y el término independiente con residue, de esta manera obtendremos

las incognitas.

[R,P,K] = residue([1,2],conv([1 -05 0.12 0.008],[1 -1D))

La funcion conv, la usamos para multiplicar polinomios, esto lo usaremos porque en el

denominador de la expresion de la izquierda tenemos un factor de dos polinomios.

Si ejecutamos por separado conv, podemos comprobar que realmente da el resultado

de multiplicar ambos polinomios
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Al ejecutar el comando obtenemos:

R =
4.9020 (B)
20.8824 +21.47061
20.8824 -21.4706i
-46.6667 (A)

-0000
-2000 + 0.2000i#
-2000 - 0.20001
-1000

o O O

01

Ahora asignamos a casa residuo de R el polo asignado en P, vemos que el primer
residuo se corresponde a B y el ultimo a A, los otros dos al ser complejos hay que

calcularlos igualando las expresiones.

Sustituyendo A y B por sus valores obtenemos:

(z+2) _ 46,6667 49 C-z+D
(z=0.0)-(z—1)-(z-0.27 +02*) -0 (z-1) ((z-02)*+0.2?)

Segun MatLab tenemos que el residuo 20.8824 + 21.4706i va asociado al polo

0.2000 + 0.2000i y lo mismo con el otro, sustituyendo tendremos:

(20.8824 +21.4706) _ (20.8824 ~21.4706 )
(0.2+0.2/) (0.2-0.2/)

Realizamos la suma, para calcular los productos podemos usar MatLab:

(20.8824+21.47061)*[1, -0.2+0.2J] + (20.8824-21.4706i)*[1, -0.2-0.2j]
ans =
41.7684 -16.9412

El primer resultado corresponde al primer producto y lo mismo ocurre con el segundo.
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Sustituyendo en la ecuacion ya tenemos calculado todas las incognitas y tenemos la

funcion descompuesta en fracciones simples:

Y(z) —46.6667 49  41.76-z-16.9412
= + + . >
z (z-01) (-1 (z-027+02?)

Nota: Hemos usado MatLab para acelerar los cadlculos, pero hay que saber calcularlos

a mano.

. 1 ’ . .
Aplicamos ahora la Z~ uno a uno a todos los términos, antes, pero antes despejamos

Y(z):

_46.6667-z 49-z 41.76-2° 1694122
+ + - :
z-0.)  (z-1  (z-02)+0.2?)

Y(z)=

Las transformadas inversas de las dos primeras fracciones son directas:

z" {%} = —46.6667 - (0.1)*
Z— V.

49-
Zl{( 9 IZ) } =4.9-1" =4.9; como k es siempre positivo, podemos asegurar que
z—

I siempre es 1

Para realizar la transformada inversa del término que falta, lo compararemos con las
respectivas formulas para ir obteniendo lo que nos interese, primero prepararemos el

denominador comparandolo con la formula del coseno o el seno ya que son iguales.
(z-0.2)° +0.2° =22 +0.2° 2202 + 0.2° =2 -0.4z + 0.08

Esta expresion tiene que ser igual a z° + 2-cz=cos(bT) + ¢, comparado ambas

obtenemos

2 -04z+ 0.08 =2 + 2-czcos(bT) + ¢*

0.08 =c* — ¢ =+/0.08

—-04=2-z-cos(bT) —> cos(bT) = 3—4 =0.7071
-c

bT = arcos(0.7071) = 45° = 0.7854 rad (MatLab lo devuelve en radianes)

sen(bT) = 0.7071; como el angulo es 45°, el seno es igual que el coseno;
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Ahora pasamos a buscar los numeradores usando la misma técnica. Antes sustituimos
en el numerador de la formula del coseno, los valores calculados para saber con qué
expresion tenemos que comparar

z> zcccos(bT) = 2z*-20283:0.7071 =~ z°-02-z

Z_l{(41.76-zz ~16.94-z)

5 ; como la 2 debe estar sola, sacamos el 41.76 nos
(z-0.2) +0.2?)

queda entonces:

(21694

1694 )

41.76-2" 476 " L _yy76.771) (Z 042
z— 0. + U. z— 0. + V.
muzf ~02) -0z <07

Como necesitamos que a la z la multiplique 0.2, dividimos 0.4z en 0.2z + 0.2z quedando

entonces.

2— . — .
41'76.2_1{(2 02:2-02 z)}

(z-02) +0.2?)

Dividimos la expresion en dos sumandos sacando uno de los -0.2z del numerador:

L (22 =02-2) B -02-z
41.76-Z 41.76-Z
{((2—0.2)2 +o.22)}+ {((2—0.2)2 +o.22)}

La transformada del primer sumando es directa

2— .
17624 C 02'2 )L 41.76.0.283" - cos(0.7854 - k)
(z-02) +02?)

Ahora pasamos a comparar el numerador del segundo sumando con el numerador de la

expresion del seno:
zcsen(bT) = z0.283-0.7071 = 0.2z

Como vemos, tenemos exactamente lo que necesitamos, tan solo sacamos el signo 7

fuera de la expresion, una vez hecho tenemos la transformada directa:

02 -z
-41.76-77"
{((z ~0.2)* +0.2

)} =—41.76-0.283" - 5en(0.7854 - k)
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Uniendo todas las transformadas obtenemos la expresion final. Al haber ido
aproximando a lo largo de los cdlculos, la grdfica obtenida sera ligeramente distinta a

las obtenidas directamente mediante la funcion de transferencia.

y(k) = —46.6667-(0.1)* + 4.9+ 41.76-0.283" - (c0s(0.7854 - k) — sen(0.7854 - k))

A continuacion lo probaremos en MatLab siguiendo los pasos siguientes: (cc_009.m)

- Representacion de la Funcion de Transferencia

U((Z)) y usamos Step o despejamos Y(z) y usamos impulse
z

a G=1tf..,-1),
step(...)

b. Y = G- U= Si multiplicamos G-U, la entrada seria un pulso, no un escalon.

No hay que olvidar que Y/U = G

Podemos calcular

impulse(...)

- Representacion de la Ecuacion en Diferencias mediante filter

filter(...)
u = ones(size(k))

- Representacion de la Ecuacion obtenida

Gr ) i) ] i) i) i)
4+
3r —& Yy (impulse)
+  y, (filter)
5L ¥ (golucion)
1 -
0 £
1 | | | | | | | | | |
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Al observar las graficas vemos que el sistema es estable ya que tiende a valer 5,
aunque la salida es incorrecta ya que le estamos dando de referencia una senial escalon
de valor 1 y no 5. Este problema ocurre porque el sistema con el que estamos tratando
es en lazo abierto, mads adelante aprenderemos como realimentar al sistema para que
tienda al valor que queramos. Este error es conocido como “Error de Estado

Estacionario”.

Para calcular este error usaremos el teorema del valor final de la transformada Z
para no tener que calcular la formula y(k), teniendo esta formula podemos calcular el

valor cuando k tiende a infinito. Obtendriamos:

lim y(k) = 4.9

k—o0

El teorema del valor final lo tenemos al final de la tabla de transformadas, ahi

vemos que nos dice que podemos calcular:

y(2) = lim y(k) =lim 22 Yy =lim -2 ¥(2)
—®© Z z—1
z—1

Para demostrarlo lo calcularemos con el ejemplo anterior:
Y(2)=G(2)- U(2)

Y(2)= (z+2) oz
(z3-0.522 +0.12z -0.008) (z-1)

=4.9020

. oz—1 .oz—1 z+2 1+2
y(o0) = lim——-Y(z) = lim " 5 =
=1z >z z7-0.5z"+0.12z-0.008 1-0.5+0.12-0.008
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Tema 2. Sistemas Muestreados

Introduccion

DIA _| Controladora

Digital

N

Sensor

D/A

Y

Planta

»

Cuando vimos el esquema de los sistemas de control, vimos que necesitabamos

conversores A/D y D/A, para poder tratar las sefiales analogicas en el PC debemos

digitalizarla, para ello, la muestrearemos, digitalizaremos y la introduciremos al PC.

Este control no puede ser instantaneo, por ello, haremos una discretizacion.

Veremos el efecto que tiene el muestreo y la reconversion de la sefial sobre el

sistema.

Usaremos los conceptos de:

A partir de estos conceptos veremos como aplicar la transformada Z

Muestreo mediante Impulsos: Muestreo ideal

Reconstruccion mediante un mantenedor de orden 0

Reconstruccion mediante un mantenedor de orden 1 (no lo usaremos)

Transformada * (estrella)
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Muestreo Mediante Impulsos

Tenemos una sefal que queremos muestrear tenemos que elegir un periodo de

muestreo (sincrono o asincrono) que nos dira cada cuanto vamos a medir la sefal.
A L(T)

ﬁ\,

I
|
[
I
|
I
[
I
[
[
|
0 T 2T 3T 4T

Para el analisis usaremos el sincrono (constante), esto quiere decir que
muestrearemos la sefal cada T segundos.

Suponemos que el muestreo es ideal, por eso lo llamamos mediante impulsos.

Tendremos un interruptor que recibe como entrada la senal a muestrear x(t), cerrara

cada T segundos y dard a su salida x*(t).
fo(T)

X(t) A x*(t)
3(t)

- ——————

[N
_|
.
_i
N
=7
—

- ————

En realidad nunca podremos construir un sistema que de una salida exacta con una
sefial impulsiva, sino que tendremos el valor de la sefial durante un tiempo muy
pequeio, que serd el que tarde el interruptor en abrir y cerrar, este tiempo sera
infinitamente menor que la constante de tiempo del sistema, por ello supondremos que

es cero y por tanto la sefial serd un impulso. Z<<<Z; 2> Z =0
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En este caso x*(t) sera igual al tren de impulsos.

p X

A M
|
I
I
|
I
I
1

St —mmm——— >

A
I
I
I
I
I
I
I
I
I
I

v

A
[
[
[
[
[
[
[
[
[
[
I

T

0 2T 3T 4T t

Por tanto serd igual a la suma de todos los impulsos; la amplitud de cada pulso sera

el valor de la sefial en el instante muestreado por 4(t), con esto nos queda:

x*(t) = x(0) - & () + x(T) - 8(t -T) + x(2T) - 8(t— 2T)....

Resumiendo seria:
xX'(0)=) x(k-T)-5(t—k-T)
k=0

Si tenemos una secuencia de pulsos unitaria, serian una serie de impulsos unitarios y

al multiplicarlo por la sefial obteniendo nos da:

14‘1"7\"'

o
_|__________
MO

ﬂ L}
) '
_I

=

—

—

5(t) = i&(r—k-T) S x*(t) = x(1)- (1)

Esto se puede ver como una modulacion donde x*(t) es la sefial muestreada, x(t) es

la Moduladora y o(t) la portadora.
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El muestreador solo tendra valores de la seflal en los instantes de muestreo, el

problema seria que tuviésemos otra sefial distinta pero con los mismos valores en los

instantes de muestreo. Esto implica que este sistema puede tener la misma salida para

distintas entradas, por tanto no puede tener funciéon de transferencia, no es LTI,

tendremos que buscar un método para poder aplicar la transformada. Para asegurarnos

de que la sefial que esta entrando es la deseada tendremos que aplicar el teorema del

muestreo para elegir el periodo de muestreo.

N J(T)

AN

A

Comprobaremos esto mediante un ejercicio.
Ejerciciol. Representar en MatLab

sefial- (1+sen(x-t))
(t+1)’

1.5

I
I
|
I
|
0 T 2T 3T 4T

— v

1.4+

13} \

J
1.2i \

N

Y4 (escalon)

Y, (seno)

|

0.8 I I I I I

1 “‘ ﬁ’lN /ﬁ\“\J B =
| /“ \/

la senal escalon, representar la siguiente

y representar luego ambas con un periodo de muestreo de 1 s.

Se observa que en este caso las sefiales muestreadas son iguales, por eso el periodo de

muestreo no seria correcto.
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Transformada de Laplace

Usaremos la transformada de Laplace

L{5(t)}=1
L{x(t — T)} e

Las propiedades de la transformada de Laplace seran las mismas que las de Z.

Aplicaremos la transformada de Laplace a la sefial muestreada:
X *(s) = L{x* ()} = L{x(0) - 5(t)} + L{x(T) - 5(t = T)}+ L{x(2-T) - 5(t =2 -T)}+ ...
A Lix(k-T)-5(t -k -T)}

Haremos la transformada de cada sumando.
X*()=x0)-1+x(T)-e ™ +x(2-T)-e™ +...4+x(k-T)-e*"

Nota: L{5(t-T)}=e™ - L{5(t)} =™

Poniéndolo en forma de sumatoria;

X*(s)=Lix*(0)f=Y x(k-T) "

0
k=0

A esta expresion se le llama la Transformada Estrella de x(t)

Definicion de la Transformada Z

X(z):ix(k-T)-z_k

k=0
Si lo comparamos con la expresion de la Transformada Estrella vemos que son

[IPR4) [=})

idénticas, solo que en lugar de “e” tenemos “z”, si definimos

kTs § = LI’Z(Z)
T

Esto quiere decir que: X(z)=X* (S)‘S:M
T

Podemos calcular la transformada Z de una sefial discreta en lugar de la

transformada de Laplace de una sefial en tiempo continuo, mas dificil. De esta forma
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cuando tengamos una sefial en tiempo continuo, hallaremos la transformada X*(s) y

: L
luego la pasaremos a transformada Z sustituyendo s por n;z) .

También podriamos resolver este problema mediante la integral de convolucion, y

aunque no la vamos a ver, si veremos algunas propiedades que nos pueden servir:

2. . .
Nota: tengamos en cuenta que: @, = - para las propiedades siguientes.

Propiedades de la Integral de Convolucion

c+ joo
1

() =x(t)- Y51~k T) X*(s)zzlﬂ.j-jX(p)-de

L{f(t)-g(t)} = Integral de Convolucion

En la expresion de la integral, p es una expresion compleja, la resolucion se encuentra

en las paginas 84 a 87 del Ogata.

Algunas propiedades son:
e Siintegramos cogiendo un camino hacia la izquierda:
- Si el denominador de la expresion X(s) es de mayor grado en ‘s’ que el
numerador, podemos calcular la X*(s) de la siguiente forma:

X*(s)= z [residuo de &)TSZ en un polo de X(s)}

Z-¢€

polos
e Siel camino se integra por la derecha salen dos resultados:
- Si el denominador de X(s) tiene 2 grados mas en ‘s’ que el numerador:
1 0
X*(s)=| = | D X(s+j-o, k)
T k=—0 l
- Si el denominador tiene un grado mas en ‘s’ que el numerador:
1 = |
X*(s) =£;j' D X(s+j- o, 'k)+5-x(0+)

f=—o0
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Propiedades de la Transformada Estrella:

1. X*(s) es periddica en ‘s’, con periodo jos

X*(s) = X*(stjos)

Demostracion: Esto sale de la definicidon de transformada estrella:
X*(s)=Y x(k-T)-e*"
k=0

Probaremos con s = s+jms:

X*(s+jo) =D x(kT)- ™) = x(kT)- e "M =" x(kT)- (e e )=
k=0 k=0 k=0

=3 x(kT) (e 1)

2
- jkTo, —JkT

ST —jk2rm
= e T — o

Nota: e
= cos(-2-IT-k) +j sen(0) =1

= (segun la formula de Euler ¢*™™ = cos(b) + j sen(a))

Vemos que son iguales, por tanto la propiedad es cierta.

2. Si X(s) tiene un polo “s1” en s = X*(s) tiene polos en s;+ m-jws para m =

0,1,2,3..., es decir, tendra infinitos polos.

JW
i
3
___________________ R
]
]
Banda :
Complementaria )
X Hw
! 2
I
------------------- P A TIPSO i S| O T O L o O e e L S L S e RS e Sy
I
Banda I
primaria i
X f O
I
i
___________________ s
! -jw
Banda : 2
Complementaria !
X
I
I
___________________
I '.Sj.m
d 2
]
]
X
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Teorema del Muestreo

Para que la sefal original pueda ser reconstruida a partir de una sefial muestreada, la
frecuencia de muestreo debe ser como minimo el doble de la mayor de las frecuencias

de la sefial original (de entrada).

x(t) / x*(t)
3(t)

_ir
T

En la practica esto no es suficiente, en la practica se elige entre 10 y 20 veces

@, =20, @

superior a la frecuencia mas alta de la sefial de entrada. Esto se debe a que el proceso de

reconstruccion no es ideal debido a que los elementos empleados no son ideales.

200, 2 o, 2100,

.Como saber la maxima frecuencia de la sefial de entrada?
Si la entrada es conocida, sabremos esta frecuencia, en el caso de no controlar esta

entrada, en principio no tenemos por qué conocerla.

- N LU U e Y(s)

Lo que hacemos es suponer un periodo de muestreo y colocamos en la entrada de
nuestro sistema un filtro Paso Bajo a o; aseguramos que a la entrada no habra ninguna

sefal con una frecuencia mayor a esta.

Sistema |——

—L i

Fijando ®; aseguraremos que la sefial de entrada nunca tendra una frecuencia mayor

A

(procedentes de senales de ruidos), para poner este limite se supone que el sistema es

conocido, de lo contrario nunca podriamos saber que limite de frecuencia poner.
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(Por qué el teorema del muestreo falla?
Supongamos una sefial de entrada cualquiera con una frecuencia maxima limitada

o1, tendrd ganancia 0 en  ; tanto por la izquierda como por la derecha.

Ix(jws)|

I
I I
1 1
-Ws Ws

Si recordamos, la expresion de la transformada estrella:

0

1 1
—- s+ jok)+—x(0"
T k;_wx( jok) 2x( )

X*(s)=
Si hacemos un estudio en frecuencia, sustituimos ‘s’ por ‘j®’ quedando entonces:
. 1 & . .
X*(jo) =¥ ZX(]Q)+Ja)Sk)
k=—c0

Al estar multiplicada por k indica que la sefial es periddica con frecuencia wg, con

periodo

. Esto indica que si representamos el mddulo de la sefial muestreada en
@

N

. . . : .1
frecuencia, tendremos esta sefial repetida cada periodo, con una ganancia T (vya que

multiplica a toda la sefial).

XGos)
2Ws -Ws -1 1 i Ws 2Ws
Ws '

2

Si o, fuese exactamente ws cada sefial comenzaria justo cuando terminara la
anterior, de esta manera, para frecuencias mayores no se solaparian, si la frecuencia

fuese menor, al solaparse, la ganancia no seria la de la sefial de entrada.
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ws < 2w _
IX(jws)|

El hecho de que la sefial muestreada sea periddica presenta el inconveniente de
que si la sefial de entrada contiene frecuencias altas, esta frecuencia se repetird también
en frecuencias bajas y esto afectard a la hora de reconstruir la sefial. Este efecto se
conoce como Desdoblamiento o Aliasing.

La forma de reducir este efecto es, como se comentd, colocar un filtro paso bajo
en la entrada. Nosotros no lo trataremos matematicamente, supondremos que este efecto

esta controlado.
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Mantenedores y Muestreadores de seiial

Reconstruccion de la Sefial Continua a partir de la Sefial Muestreada

Queremos reconstruir la sefial muestreada para volver a obtener la sefial de

entrada.

x*(t) G(s) x(t)

Para ello, la primera de las condiciones sera cumplir el teorema del muestreo.

Luego, con un filtro de ganancia T y que quite la sefial muestreada para frecuencias

@ . ~
mayores a — y — 2“ , tendriamos la sefal de entrada.
%
2Ws -Ws - W1 Ws 2Ws
1 I
-Ws1 1 Ws
2 2

Este filtro se conoce como Mantenedor (Retenedor, Reconstructor) Ideal con

ganancia T.

A partir de las especificaciones en frecuencia, se podrian obtener las
especificaciones en el tiempo realizando transformadas inversas de Fourier (no las
veremos).

La funcién Respuesta Impulsiva del Reconstructor Ideal se define como:

w,t

sen(——)

Y=
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Si representamos esta salida en el dominio del tiempo veremos que el sistema
responde antes de que llegue la entrada. Esto es debido a que el reconstructor ideal es un
sistema NO CAUSAL, depende de las entradas futuras y esto no es fisicamente

realizable (no podemos adivinar el futuro).

IX(jws)|
o(t)

Con este sistema el teorema del muestreo si nos serviria, pero al ser no realizable
el teorema del muestreo no se cumple en la realidad y por esta razon nunca podremos

reconstruir una sefial de entrada exactamente.

Mantenedores (Hold) Causales (Mantenedores de Orden ‘N’)

Necesitamos un sistema al que le llega una sefial; mediante un muestreador
obtenemos la sefial muestreada que entrard en un mantenedor que daré una salida h(t)

que debe ser lo mas parecida posible a la sefial de entrada, este muestreador serd Ghy(s).

i 4 x(t), Ghs(s)——> h(t)
t

Nosotros veremos los de orden 0 y 1.

Si representamos la sefial muestreada en el tiempo tendremos:

>

———————>
S ————————>

2T 3T 4T t

-54 - © Bavegoal



Temario de Control por Computador

En funcion de cuantas sefiales anteriores tengamos sera el orden del mantenedor. En
el caso de tener uno de orden 0, lo Gnico que podemos hacer es trazar una linea recta

hasta la siguiente muestra.

A x*(‘t)
—
n_': : “f\__:
A A
I ] | I
I I | I
I ] ] I
I I | I
0 T 2T 31 4T t

Si disponemos de la sefial anterior (orden 1), trazariamos una linea recta.
'S x*(t) y

v

0 T 2T 3T 4T t

Aumentando el grado la salida se parecerd mas a la entrada, el problema es que al
aumentar el orden se aumenta la complejidad, en la realidad se ve que de orden 0 a
orden 1 la mejora es poco significativa, por ello, en la gran mayoria de casos se usa el
de orden 0 debido a su sencillez.

La ecuacion general de un mantenedor de orden ‘n’ que sera la que cree los
trocitos de curva sera:

n-2

h(kT+1)=ay t"+au T +an 1™ +... a1’ +ag

Vemos que entonces, las ecuaciones del mantenedor de orden 0 y 1 serian:
h(kT + ‘C) =ay

h(kT +t)=a; t+a

-55- © Bavegoal



Temario de Control por Computador

En los instantes exactos de muestreo, T= 0, teniendo entonces que todos los

términos de la ecuacion son 0 excepto el término independiente ap que deberia valer la

propia sefial x(kT) quedando entonces la ecuacion: h(kT + t) = x(kT).

Para el caso de un mantenedor de orden 1: h(kT + 1) = a;t + x(kT).

Circuito Muestreador + Mantenedor de orden 0 (Hold 0)

x(t)_>

1
T

Sistemas Hibridos

El muestreador tiene una entrada en tiempo continuo y da como salida una sefial

discreta y el retenedor es al revés, entrada discreta y salida continua
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Retenedor de Orden 0 (Hold 0)

El sistema para una entrada muestreada devuelve una salida en tiempo continuo
manteniendo la sefal de entrada constante hasta el siguiente instante de muestreo.

Veremos como hallar la funcién de transferencia del sistema. Para calcularla,
introducimos cualquier sefial de entrada en el retenedor de Orden 0 y vemos la salida
producida, a ambas expresiones (entrada / salida) le calculamos su transferencia de
Laplace, por ultimo dividiremos la transformada de Laplace de la salida entre la
transformada de la entrada, dandonos como resultado la Funcion de Transferencia del

Retenedor de Orden 0.

*(t h(t
L();. Gho(s) #

H(s)

Gy(8)= X*(s)

En primer lugar aplicaremos una entrada al sistema, en nuestro caso, una sefial impulso
porque es la mas simple.
La ecuacion del mantenedor de orden 0 era:

h(kT + 1) =x(kT)  cuando 0<t<T

Veremos como se comporta un mantenedor de orden 0 ante una sefal de entrada

impulso en los instantes:

k=0: h(t) =x(0) =1; - recordemos que era una entrada delta
k=1: h(T + 1) =x(T) =0;
k=2: hQ2T + 1) =x(2T) = 0;

Vemos que ya siempre nos quedaria 0. Esto quiere decir que para la entrada impulso, la

salida del sistema seria 1 desde t =0 hasta T y 0 el resto del tiempo.

Debemos representar h(t) como una sola ecuacion, mediante las ecuaciones anteriores la
tenemos definida a trozos. La ecuacion de h(t) seria:

h(t) = 1-1-(t-T); para t>0
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Lo que tenemos es una sefial que siempre vale 1 restada por una que vale 1 a partir

det=T.

h(t) = 1 h(t) = 1-(t-T) h(t) = 1-1-(t-T)

Ahora pasaremos a calcular la Transformada de Laplace de la senal de entrada y

salida. Para el caso de la sefial de salida tenemos:

H(s) = L{h(H)} = L{I - 1-(t -T)}:i_ée-“ _ 1—2'

Esta seria la funcion de salida del retenedor pero en el dominio de Laplace.
La transformada de la entrada seria:

L{x*(t)}:X*(s):i(x(kT)e'kTS) =x(0)e” +x(T)e™ +...=x(0)+0+0+...=1

k=0

Tenemos que la funcion de transferencia del sistema es:

H(s) 1-e™

GhO(S):X*(S) T

Como vimos un muestreador no tiene funcion de transferencia ya que para distintas
entradas podia dar la misma salida, sin embargo, el sistema muestreador + retenedor
si posee funcion de transferencia, por ello, cada vez que tengamos un muestreador
tendremos que tener un retenedor para poder calcular la funcion de transferencia y
poder analizarlo.

Teniendo la funcidn de transferencia del retenedor podemos aproximar la sefial de
entrada x(t).

Veremos como se comporta en frecuencia el retenedor calculado anteriormente.

Para ello, sustituiremos ’s’ por ‘j®’ quedando entonces:

1 e-Tja)

G(o)=—;
Jo
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Si representamos esta funcion en frecuencia vemos que no se comporta como el

retenedor ideal.

IX(ws)|
5(t)

/_‘-\ /'_"-\
2Ws  -Wws  -Ws Ws ws 2Ws t

: : : ; - .
La diferencia es que en frecuencia 0, si vale la senal pero en la frecuencia —

vemos que no vale la ganancia que queriamos tener ‘T’ y para frecuencias mayores
tampoco vale lo que queremos 0, esto supondra que las distintas ganancias se iran
sumando y produciendo un error, por eso en la realidad se emplea una frecuencia entre
10 y 20 veces la ws para alejar las ganancias lo més posible de la seiial original que

queremos obtener.

Si representamos el angulo, vemos que el desfase va de -90 a -180° con respecto a la

sefal original, cosa que no queriamos.
Lw)

0 Ws 2Ws

90°- - LN\ ___| A N —_

180% L __ N_______

Si tenemos un sistema que cambia lentamente, las sefales de entrada tiene
frecuencias muy bajas, el filtro de orden 0 es muy parecido al ideal. En cambio para
sefiales de alta frecuencia debemos elegir un periodo de muestreo muy alto, para alejar

las ganancias que introducen ruido.
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Retenedor de Orden 1 (Hold 1)

La intencién es calcular al igual que en el caso anterior la funcioén de transferencia

de un retenedor de Orden 1.

*(t h(t
L()) Ghi(s) i

La situacioén es la misma que en el retenedor anterior, solo que en este caso la

ecuacion es la de una recta.

x(kT)—x((k—1)-T)
T

h(kT +7)=al-7 + x(KT) = (7 —KT) + x(KT)

para 0<=1<T

Nota: Para calcular al habria que coger 2 puntos y aplicar la ecuacion de la recta.

Con la ecuacion del mantenedor de orden 1:

x(kT)—x((k—1)-T)
T

h(kT +7)= (7 —kT)+ x(kT) veremos como se comporta ante

una sefial de entrada escalon ( x(t) = 1 para t >0 ) en los instantes:

k=0; h(r):w-r+x(0):%-r+l
sabiendo que x(0) =1y x(-T)=0
k=1; h(T+r)=M-(T—T)+x(T)=1;

en este caso da lo mismo que el anterior porque x(T) =1y x(0) =1

k=23,...; WT+7)=1
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Representando la grafica vemos que para todos los periodos de muestreo la sefial
vale 1, ademas el retenedor ya no es un valor que se mantiene constante, es una recta

definida por dos puntos, el actual y el anterior de la muestra.

— Y

Observamos que en este caso, si hubiésemos usado un hold 0 tendriamos
exactamente la sefial escalon, pero esto es solo un caso particular, en general, siempre
cuanto mayor orden tenga el retenedor, mas fiel sera la reproduccion de la senal de

entrada.

Ahora una vez definida la funcién a trozos, tenemos que representar la ecuacion en

el dominio del tiempo h(t):
1
h(t)=—-t+1
T
Si solo ponemos esta ecuacion, la sefal seria una rampa infinita en T, tenemos que

quitarle el pico, para ello, restamos la expresion 1:(t-T) a la ecuacidon anterior,

quedando:

h(t):%~t+1—1-(t—T)
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Con esto quitariamos el pico, pero de T en adelante seguiriamos teniendo una

rampa, para ello, le restamos exactamente la misma rampa pero de T en adelante,
., 1 .,
restamos a la expresion anterior ¥~(t—T) quedando entonces la expresion en el

dominio del tiempo:

h(t):%~t+1—l-(t-T)—%-(t—T)

T

h(t) =1.-(t+1) | h(t) = 1:(t-T) ‘ h(t) =

.
T

Como tenemos h(t) vamos a calcular H(s):
H(s) = L{h(t)} =L{%-t} +L{1} - L{1-(t-=T)} —L{%(t—T)}

1 I 1 1
e-Ts -Ts

H(s)= T

Sumando todos los términos tendremos:

(14T-s-T-s-e™—-e ") 14T-s—e "(1+Ts) (1+T-s)(1—-e ™)
T-s2 T-s2 T-s2

H(s)

X*(s)

H(s)=

Recordemos que G, (s)=

, ya tenemos H(s) ahora calcularemos X*(s).

La sefial de entrada es la sefal escaldn, teniendo en cuenta esto, la expresion nos queda:
X*(s)= Z x(kT)- e =1+e™ +e?™ +¢7™
k=0

Vemos que en este caso la expresion obtenida no nos sirve, para pasarlo a una sola
expresion, podemos calcular el lim cuando tiende a infinito y ver en que converge, o a
través de la tabla de transformadas aplicando el cambio s = Ln z / T, de donde se
obtiene que z=¢"
En la tabla vemos que:

1 1
x(t) = 1(t)> x(z) = 1—_1 > X* (S) = X(Z)‘Z_eTs =

—z - |
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Ahora que ya tenemos la transformada * de la entrada, podemos calcular la funcion de

transferencia del sistema.

H(s) :(1+T.s)(l—e'Ts)‘(l_e_Ts):(1+T-s).(l—e'Ts)2:1+T.s.(l—e'Ts)2

G, (s)=
u®) X *(s) T-s2 T-s? T s

Con la funcidén de transferencia, hacemos el cambio s = jo y representamos la respuesta
del sistema en frecuencia para ver como se comportaria respecto al mantenedor ideal.

I+j-0-T (1-¢™)’
T jo

Gy, (o)=

|Ghi(jw)] 5(t)
e .

A
./ N

2Ws  -Wws  -Ws Ws s 2Ws t
2 2

Vemos que es muy parecida al Hold 0, con la diferencia de los picos de resonancia
que posee cerca de la frecuencia 0. Esta es la razén por la que no se suele usar, es

demasiado complejo de construir para obtener una ganancia muy parecida al Hold 0.

Nota: En los ejercicios, la funcion de transferencia nos la dan.
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Sistemas de Control

Y

it *(k u(k
0 —s(2)-2L O = 30 ahoe) —2 T Pranta |19

' Y

Sensor

En los sistemas de control tenemos elementos que trabajan con sefiales continuas,
discretas y hibridos, por ello, para trabajar con este tipo de sistemas serd necesario
emplear una combinacidn de todas las técnicas vistas hasta el momento. Estas son:

- Transformada de Laplace para tiempo continuo

- Transformada Z para tiempo discreto.

Lo que haremos serd pasar todo a tiempo continuo o todo a tiempo discreto

mediante la relacion vista anteriormente: s=Lnz/Toz=e"'

Si la senal de entrada continua tiene un polo, la sefial muestreada tendra infinitos
polos, por ello, si tratamos las cosas desde el punto de vista continuo, tendremos
muchos inconvenientes. Lo que haremos sera pasar todo a tiempo discreto para trabajar
so6lo con la transformada Z.

Si recordamos, la funcion de transferencia en Z, es la transformada Z de la salida
dividida por la transformada Z de la entrada, pero como vemos, la sefial de salida es
continua y no podemos calcular la transformada. Lo que haremos es suponer que en la
salida tenemos un muestreador, ya que la salida s6lo nos interesa en los instantes de
muestreo, por tanto obtendremos la sefial de salida muestreada con este muestreador
ficticio y luego haremos la transformada Z de la expresion. En el caso de la entrada,
poseemos la sefial de error muestreada que depende de la entrada, por tanto es como si
estuviese muestreada y podemos calcular la transformada Z sin problemas.

A partir de aqui, veremos los distintos casos paso a paso para entenderlo todo mejor.
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Funciéon De Transferencia Pulso De Sistemas Muestreados

Funcion de transferencia Pulso: La relacion de la transformada Z de la salida en los

instantes de muestreo y la transformada Z de la entrada muestreada.

Sistemas en Lazo Abierto

(La salida no afecta a la entrada, no tiene realimentacion)

Sistemas Continuos

Ejemplo: Tenemos un muestreador y un sistema continuo. Para hallar la funcién de
transferencia pulso tenemos que hallar la transformada Z de la salida y de la entrada.
Las condiciones iniciales son 0. Como solo nos interesa la salida en los instantes de

muestreo, colocamos un muestreador ficticio para indicarlo.

x(t) o x*(t) y(t)

» G(s) ———
o(t)

Esto presenta el inconveniente de que no conoceremos la salida en los instantes de

muestreo. Podemos hacer esto porque el sistema no cambia.

Ahora si podemos calcular la transformada Z.

Calculamos las senales desde el punto de vista de Laplace:

x(t) = X(s), X*(t) = X*(s), y(t)=Y(s), YO = Y*(s).

Indicamos todas las relaciones entre las sefiales:

Y(s) = G(s) X*(s)
Y*(s) = [G(s)- X*(s)]

Nota: el * indica que la sefial es muestreada, en este caso, la expresion entre corchetes.
Si tenemos un producto de una funcion de transferencia ordinaria por una funcion
estrella, todo ello muestreado es igual a la sefial muestreada por la transformada estrella
de las ordinarias:

Ejemplo:  [G(s)-X*(s)-E*(s)-H(s)] = X*(s)-E*(s)-[G(s)-H(s)]
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Esta propiedad se explica a continuacion, aunque no es necesario saber demostrarla:

Tenemos Y*(s) = [G(s) X*(s)]’

iy(s + jo,k)

k=—0

Y*(s)z%-

luego sustituyendo en la formula

%- ZG(S + ja)sk)- X* (s + ja)sk); una de las propiedades de la transformada *

k=—0

) g . 2.7
era que era periodica en s+jogk con o, = —

Sustituyendo esto en la ecuacion tendremos:

Y*(s) == 3 Gs+ jao k) X *(s)

L
T k=—o0

como X*(s) ya no depende de k, se puede sacar fuera como constante quedando:

P =X 01 Sl o)

comparando la expresion entre llaves con la propiedad expuesta anteriormente vemos
que es igual a G*(s) quedando entonces:

Y*(s) = X*(s)-G*(s)

Entonces tendremos que:

Y*(s) = X*(s) [G(s)]* = X*(s)-G*(s)

Pasamos de transformada * a transformada Z haciendo el cambio de variable:

Y@

Y(z) = X(z)'G(z) > obtenemos la funcion de transferencia como: G(z) = X
z
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Una de las cosas que teniamos en el ejemplo anterior era que partiamos de una funcioén

de transferencia en s y obteniamos una en z, este cambio lo logramos a partir de la

transformada estrella y al hacer el cambio de variable s =

Lnz

, este cambio hay cuatro

formas de hacerlo:

1.

Lnz

Aplicar la definicion de transformada * y hacer el cambio de variable s =

Habria que estudiar la convergencia del sumatorio y sacar una expresion en

forma de polinomio (muy dificil)

z—eT

. G(s)-

G*(s)= Z{remduo de (s) SZ en un polo de G(S)}, esta forma aparecia de la
polos

convolucioén. Esto requiere multiplicar G(s) por la expresion, sacar los residuos y

los polos... (es mas factible que la anterior pero no aprovecha las tablas.

Tampoco vamos a usarlo. Un ejemplo se encuentra en Ogata pags 85y 86)

Teniendo la funcion G(s) en el domino de Laplace, podemos pasarla al dominio
del tiempo g(t) mediante la transformada inversa, y luego mediante un muestreo
intermedio obtener la transformada Z. Hacer L™ {G(s)} y Z{g(t)}> G(z). Es
demasiado complejo y ademds no usa las tablas directamente, las usa en pasos
intermedios para calculas las transformadas, pero implica tener que calcular

residuos, polos ...

En las tablas tenemos la equivalencia entre Laplace y Z. Lo que haremos sera
dividir G(s) en fracciones simples y usando la equivalencia s = z de las tablas

sacaremos (G(z) directamente. Esta sera la técnica que usaremos
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Haremos el ejemplo de Ogata pero usando esta ultima técnica para poder compararlas.

1
Ejemplo 1. G(s)=——— 2 (G(2)?
jemplo 1. Gls) = > (G@)
Dividiremos G(s) en funciones parciales, a diferencia de la transformada Z, en la que
calculabamos las fracciones simples de M en s calculamos directamente los
z
residuos de G(s).
G(s)=—; ! __A +£2+£
(s -(s+1) (s+1) s° =
1 1
A=—F—-(s+1 = =1
s’ -(s+1) ( )S:_l (-1)?
B=— L o] | =
s (s+1)  A-D
=£L# =—1-(s+D72-1-1] =-1
os (s+1) -1, 5=0

Sustituyendo las letras por sus respectivos valores tendremos la division en fracciones
simples:

1 1 1

=(S+1) s s

G(s)

Ahora mirando en las tablas obtenemos las transformadas directamente:
on-af et
s+1 S s

Z{ ! }9ﬁla49 lT 1
s+1 (1-e" -z7)

1 T -z

—Z

1
(1-z7)

Ya tenemos la expresion de G(z):

Z{l} 2 fila 3 2

N

1 T-z7! 1

I I s T
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No nos conviene tenerlo como suma de polinomios, por ello, realizamos la suma:

(1-z")Y +T-z"'-(1-e"-z")y-(1-e"-2")-(1-2")
(1-z")?*-(1-e"-z")

G(z)=

(I+z7=2-zY+T-z'-T-e"-z7 -1+z" +e" -z —e" .27

l+z%-2-z"—eT .z —eT.27+2.e7 .22

G(zF=

Simplificamos el numerador y agrupamos los términos por coeficiente de la z:

z2-(1-T-e"—e")+z" - (-1+T+e™")
e’ -z7+z7-(1+2-e")-z"-2+e ") +1

G(z)=

Pasamos a exponente positivo:

z-(1-T-e" —e")+z* - (=1+T+e™")
e’ +z-(1+42-e")=2>-2+e ) +2’

G(zF=

Para comprobar que esto es correcto, lo representaremos en MatLab. Para ello, le
aplicamos un impulso a G(s) y luego a G(z) y veremos que sale lo mismo, debemos

representarlo para un periodo de muestreo T = 1; (cc 011.m)

Impulze Response
1 I:I T T T T T T T T T

GE

Amplitude
=
T
"]
]
|

A5tk i

20k i

25k i

30 1 1 1 1 1 1 1 1 1
0 1 2 3 4 3 G 7 g = 10

Time (zec)
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—nTs

Funcién de Transferencia pulso de sistemas con términos: €

(n=0,1,2,3...)

Recordemos que en las funciones de transferencia de los mantenedores de orden 0 y 1

tenemos este tipo de términos.

Imaginemos un sistema de este estilo:
G(s) = H(s)'F*(s)
F*(s)=f,+f e "+ f,-e*"...;con f}, f,... constantes.

G*(s) = [H(s)'F*(s)] = F*(s)-H*(s) = pasando a Z = G(z) = F(z)-H(z);

Como sabemos la forma que tienen la funcion F, podemos calcular F(z) como:

F@)=F*($)| vz _n=fyz 427+ frz
T

—nTs

Si tenemos un término e " al hacer la conversién podemos sustituirlo por z™.
En general descomponemos G(s) en dos partes, una la correspondiente a F*(s), en la que
aplicamos la transformacion descrita y la otra la correspondiente a H(s) que se resuelve

mediante los métodos estudiados.

Si tenemos Gh, (s)- G(s) =

e
d=e) G(s) = agrupando las e por un lado y el resto por
s

otro= (1-e™)- ; el primer término seria F*(s) y el otro H(s) luego:

G(s)
s

Z{Gh, - G()}=(1-="): Z{CLS)}
S

en este caso en el primer término hemos aplicado la transformacion directa, el segundo

habria que calcularlo.
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Comandos MatLab para trabajar con funciones discretas y continuas:

>>Gz = c2d(Gs,T, metodo”) = pasa un sistema de tiempo continuo a tiempo discreto
>>Gs = d2c(Gz, *metodo”) - realiza la operacion inversa a la anterior
Nota: método es uno de los siguientes:

‘zoh’(mantenedor de orden 0),

‘foh’ (mantenedor de orden 1)

>>Gz2 = d2d(Gzl, T) —> muestrea un sistema discreto con otro tiempo de muestreo

distinto.

Definir funcion de transferencia en tiempo continuo es igual que en discreto pero sin
indicar el periodo de muestreo. Para introducir un retardo usamos los siguientes
parametros en la funcidon que genera la funcion de transferencia del sistema:

‘inputdelay’, Tr

‘outputdelay’, Tr

‘variable’,’z"-1’ = puede pasar las z de exponente positivo a negativo y viceversa

Donde Tr es el retardo;

>>Set(G) = una vez definida G, aparecen los valores que podemos cambiarle
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El siguiente ejemplo lo haremos a mano y en MatLab.
Ejemplo 1. Obtener la Funcion de transferencia pulso del siguiente sistema y calcular

su salida para una entrada escalon:
Hold 0 Planta

e(t) P e*(t) (1-e ™) 1 c(t) R
5(t) s (s+1)

Y

Pasos a seguir:

1.- Colocamos el muestreador ficticio en la salida para poder calcular la funcion de
transferencia en los instantes de muestreo que son los que nos interesan.

2.- Ponemos las seniales en el domino de Laplace para que nos sea mas facil

3.- Llamaremos G1(s) al producto del Hold 0y la planta:

4.- Calculamos la salida:

Solucioén:
Hold 0 Planta
e(t) s AL J (-e") N 1 c(t) -
5(t) s TS *
E(s) E*(s) 7 C(s) C*(s)
G\TI(S)

C(s) = E*(s)-Gl(s)
Lo que nos interesa es la salida muestreada, por tanto obtenemos:
C*(s) = [E*(s)GI(s)]*
que segun la propiedad vista
E*(s)[GI(s)]* = E*(s)G*(s)
quedando entonces la funcion de transferencia (salida partida por entrada) como:

C*()

Gl*(s):E*(S)

Ahora que ya tenemos todo como transformada *, podemos pasar a transformada Z:

Gl(z) = %
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La transformada Z de G1(s) seria entonces:

Gl(z) = Z{Gl(s)} = Z{(l —e) ! }

s (s+1)

esto no seria la transformada de cada factor, sino la transformada del producto, si

tuviesemos un muestreador entre las dos funciones, si seria la transformada de cada
factor.

L ja=e™) 1
Glz)= Z{ s (s+ 1)}

) 1
segun la propiedad vista antes, si llamamos F*(s) = (I — e‘Tb) y H(s) :—( ) N
s-(s+
realizando el cambio obtenemos:

N 1
Gl(z)=(1-z") Z{—s~(s+l)}

Para resolver la transformada que nos queda, dividimos en fracciones simples:

=1

= .5
s-(s+1) o

s+ =-1

:s-(s+1)

s=—1

Una vez resuelto esto, tenemos que:

7 ; =7 l - ! ; sustituyendo en la ecuacion:
s-(s+1) s (s+1)

L 1 LI O PRI SO S
Gli(z)=(1-z )'[Z{E}_Z{WH_O : )[2_1 z—e_Tj
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Pasamos todos los exponentes a positivos o a negativos, los pasaremos a positivo en

este caso:

z—1 z z
Glz) = z .[z—l_z—e_TJ

realizando el producto:

(z-1-z 1o (z—-1)

(Z—e_T)-Z_ (z—e_T)

Gl(z)=1-

realizando la suma:

—e’ —(z-1) B (1-e”

(z—eT)  (z—eT)

zZ
Gl(z) =
Con esto hemos obtenido la funcion de transferencia pulso del sistema

Ahora calcularemos la salida para una entrada escalon discreta:

@

Gl(z) = e

queremos calcular la salida

C(z) = Gl(z)-E(z)

, realizando el

si tenemos una entrada escalon, mirando las tablas, E(z)=
Z_

producto obtenemos la salida:

z l—e”

(z—l).z—e_r

C(z) =

nos piden la seial de salida en el dominio del tiempo, que se obtiene como la

transformada Z' de la salida en Z, es decir:

c(kT) = Z'{C(2)}.
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1l 7. .7 . .
Para calcular la Z'* dividimos por z y calculamos las fracciones simples:

C(z) _ (1-e ) 4 N B
z  (z=-D)-(z-eT) (z=1) (z—eT)

(1-e)

TEnoen YT
_ (1-¢e) (z—eT —
(z=1)-(z—e") (z=¢7) T

z=e
Ahora pasamos la z multiplicando y obtenemos:

_ z _ 4
T (z=D) (z—e )

C(2)

la primera expresion es la transformada z de la senial escalon y la segunda la

encontramos en las tablas;

1 . . . .
Calculando la Z~ de las expresiones anteriores obtenemos la salida continua;,

c(kT)=1-e""

Para calcularlo en MatLab podemos hacer 3 cosas: (cc_ 012.m)

1.- Definimos el sistema en tiempo continuo G(s) 2 c2d 2 Gl(z) 2 step(Gl)

2.- Definir directamente el sistema en tiempo discreto con la expresion calculada y
lo simulamos.

3.- Definir la salida calculada ¢ = 1 — ™" 2> stem(k*T,c), definiendo k previamente.
Lo haremos con tres periodos de muestreo distintos T=1; T =2; T = 0.06;

Nota: El periodo de muestreo tiene que ser entre 10 y 20 veces mds grande que la

constante de tiempo mas lenta del sistema.
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e T=1 (Periodo de Muestreo justo)

0af / 1 0ot 1
oaf 1 naf 1
1 or 1
1 0EF J
1 05t 1
1 D4 1

B 03f A

vy | 02r i

B IR A

e T =2 (Periodo de Muestreo malo)

q 06r A

4 07k 4

4 06F 4

4 05l 4

b 04F g

q 03¢ A

¥it)
oy | ok
y2(kT)

e T =0.06 (Periodo de Muestreo bueno)
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Constantes de tiempo de sistemas continuos

k
- 1% orden: G(s)=—2—; r = cte de tiempo = T aTs<
(t-s+1) 10 20

k, o,

- 2°orden: G(s)= 5 - o, = frecuencia natural no
s°+2-0-w, s+

n

<Ts<
5-w 10-w

n n

amortiguada =

2.
Todo estocon w = Tﬂ

Demostraremos que la transformada Z de un producto no es lo mismo que el
producto de la transformada Z de los factores. Lo veremos con un ejemplo.

Ambos sistemas son iguales pero en el sistema primero tenemos un muestreador
entre el hold y la planta, mientras que el segundo no.

Calcularemos la funcion de transferencia pulso de ambos sistemas y las

compararemos. Una vez definida la expresion de la Funcion de Transferencia la

y Hls)=

calcularemos dado: G(S) =
s+a s+b

Sistema 1:

X() - x(t) &(s) uy v H(s) yy ~ YO

xs) %V xxs) us) 20 ) vy °Y Yes)

Y

No ponemos el muestreador ficticio porque la salida ya esta muestreada. Calcularemos
las ecuaciones:

1. U(s) = G(s)-X*(s)

2. Y(s) = H(s)-U*(s)

=77 - © Bavegoal



Temario de Control por Computador

A partir de U obtenemos U*:
U*(s) = [G(s)-X*(s)]* = G*(s)- X*(s)

Sustituimos U*(s) en la ecuacion 2:

Y(s) = H(s)- G*(s)-X*(s)

Nos falta la salida muestreada para poder calcular salida partido por entrada:

Y*(s) = [H(s)- G*(s)-X*(s)]* = H*(s)- G*(5)-X*(s)

como ya tenemos todo en transformada estrella, podemos pasar al domino de Z

haciendo el cambio de variable:
Y(z) = H(z)-G(z)-X(z)

poniendo salida partido por entrada obtenemos la funcion de transferencia:

Y(2)
X(z)

=H(2)-G(z)

Calculamos el valor de la Funcion de Transferencia dado:

! !
) =ra "=

donde:
G(z) = Z{G(s)}

descomponemos en funciones simples y usamos las tablas, o usamos MatLab.

H(z) = Z{H(s)}

¥Y(z) =7 ! -7 ! - mirando en las tablas obtenemos =
X(2) (s+a) (s+b)

Z{( 1 )} _ ; 7a1.T =5 —> pasando a exponente positivo =
s+a —e "z

o)
(s+b)| (z—e"")
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Sistema 2:

X*(s) U*(s) vis) 2O Y4Gs)

Calculamos las ecuaciones:
1. U(s) = G(s)-X*(s)
2. Y(s)=H(s)-U(s)
Sustituyendo 1 en 2
Y(s) = H(s) - G(s) - X*(s)
necesitamos la senial de salida en los instantes de muestreo, la calculamos:
Y*(s) = [H(s)-G(s)-X*(s)] = [H(5)-G(s)] “X*(5)

esta ecuacion no es igual que la anterior, ya que aqui tenemos la transformada estrella
de un producto, por lo que al pasarlo a transformada Z NO se divide en dos

transformadas sino que se hace la transformada del producto

Y(z) = X(z)-Z{G(s)-H(s)}

Nota: Z{G(s)-H(s)} = se suele notar como GH(z) para referirnos a la transformada Z
del producto de G por H.

Luego la Funcion de Transferencia sera:

Y@ _
X =GH(z)

En este caso, para hallar GH(z) tenemos que realizar la multiplicacion, luego
descomponer el producto en fracciones simples y después calcular la transformada del

producto.
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Pasaremos ahora a calcular el valor de la Funcion de Transferencia dado:

1 H(s) = 1
(s+a) (s+b)

G(s) =

En este caso, primero haremos el producto de G(s) y H(s):

1

GO = 5eh)

con lo que la transformada sera

z
(s+a)-(s+D)
como no aparece en las tablas lo descomponemos en fracciones simples:
1 A B

(s+a)-(5+b) (s+a) (s+D)

Calculamos A y B:
AZ;-(s+a) IS N
(s+a)-(s+b) .., —atb a-b
B:—1 -(s+b) S N
(s+a)-(s+b) o, ~—bta a-b

Nos queda entonces sustituyendo:

1

Aeraawn) ers wn \awiers woeD)
(s+a)-(s+b) (s+a) (s+b) (a=b)(s+a) (a-b)(s+b)

sacando factor comun

1 .Z{ 11 }
(a—b) (s+b) (s+a)

tenemos que la transformada Z de una suma S\ es la transformada Z de los sumandos

5 et des)
(a-b) (s+b) (s+a)

mirando en las tablas vemos que las transformadas son directas

1 . z B z
(a=b) \z—e"" z—e
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realizamos la resta para dejarlo en forma de funcion de transferencia:

1 zP—ze T 24z
(a—b) (z—e"")-(z—e™")
sacando factor comun obtenemos:
Y(z) 1 z-(e"T —e )

X(z) a-b \(z—eT)-(z—e™T)

Vemos que las funciones de transferencia son totalmente distintas, para
comprobarlo, ejecutaremos en MatLab (cc_013.m) ambos sistemas para una entrada
escalon o impulso con los siguientes parametros:

T=0.05 a=1 a=2
Como tenemos ambas funciones de transferencia en forma de productos usaremos zpk
en lugar de tf para crear las funciones de transferencia.
Representaremos ambas transformadas tanto para una entrada escalon como para una

entrada impulso.

Ertraca lmpulzo Entrada Ezcalon
G T r 250 r r

200 F -

130 -

Amplitude
Amplitude

100 - |

a0 -

Time (zec) Time [zec)
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Sistemas con un Controlador Digital

El controlador digital es el elemento que realiza el algoritmo de control, es un
dispositivo al que le entra una sefial discreta y del que sale una sefial también discreta.
En cada instante de muestreo recibird una entrada y calculara la salida para ese mismo

instante de muestreo. Su funcion de transferencia sera:

e*(t) m*(t)
——»| Controlador [——»
E*(s) M*(s)
U*) _ ox _ U@
%) =C*(s) > pasamos a Z > C(z)= £)

Lo que haremos serd disefiar esta funcion de transferencia una vez conocida la
dindmica del sistema. Veremos como influye este nuevo elemento en un sistema que

tenga todos los elementos estudiados hasta el momento. Calcularemos su funcion de

transferencia pulso.
Sistema
e(t) e*(t) Controlador ., Retanador u(t) Cm;l;:l:'dor v
> Clz) »  Ghoz) i
3(t) » |
E(s) E*(s) M*(s) U(s) Y(s) Y*(s)

La sefal discreta m*(t) tenemos que pasarla a continua antes de introducirla en la
planta, ya que si introducimos una sefial de muy alta frecuencia directamente en la
planta afectaria a partes de la planta que no estdn modeladas, ademas no podriamos
filtrar porque el ruido esta en altas frecuencias. A parte de todo, nunca podriamos tener

un muestreador sin un retenedor ya que por si solo no tiene funcién de transferencia.

La funcion de transferencia pulso del sistema seria:

1. M*(s) = C*(s)- E*(s)
2. U(s) = Ghy(s)-M*(s)
3. Y(s)=U(s)G(s)

Mediante las ecuaciones 1 y 2 obtenemos

U(s) = Gho(s)-C*(s)-E*(s)
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Con esta ecuacion y 3 obtenemos

Y(s) = G(s)-Gho(s)-C*(s)-E*(s)

Tenemos la salida en continua, colocamos el muestreador ficticio y obtenemos la salida
muestreada:

Y*(s) = [G(s)-Gho(s)-C*(s)-E*(s)]” = [G(s)-Gho(s)] -C*(s)-E*(s)

pasando a transformada Z

Y (z) = C(z)-E(z)-GGh(z) > Ye) _ C(z)-GGh,(z)
E(z)

Nota: Notar que siempre tendremos la expresion del retenedor por la planta, ya que lo
necesitamos antes de ésta. Como siempre tendremos un retenedor de orden 0 o de orden

1 tendremos:

Ghy(s) = @

al multiplicar por la planta tendremos

Z{l e -G(s)}
A

usando la transformacion e’ = z obtenemos

Z{(l—er»s).@} _ (l_zl).Z{G(s)}
S

S

de manera que solo tendriamos que hacer la transformada Z de la planta partida por ‘s’
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Sistemas en Lazo Cerrado

_| Controladora
Digital

D/A

D/A

Y
Y
Y

r(t) +

Planta > y(t)

Y

Sensor

Aunque los sistemas vistos hasta ahora son en lazo abierto, en realidad nunca
tendremos un sistema de este tipo, serdn de lazo cerrado. En este caso, la salida afectara
a la entrada del sistema, tendremos una sefial de error que sera la diferencia entre la

sefal de salida y la sefial referencia que queremos.

La realimentacion es necesaria porque los sistemas no son perfectos, son
aproximaciones que contienen errores, y por tanto la planta tendrd errores que si no
realimentamos podria acumularse hasta llegar a ser peligroso. Con la realimentacion
conseguimos que la salida sea exactamente la que queremos para una entrada o con un

CIror muy pequeﬁo que conoceremaos.

Lo mas importante que nos proporciona la realimentacién es la Estabilidad (siempre
hablamos de realimentacion negativa, el error va siendo cada vez menor.).
También nos va a permitir reducir la sensibilidad. Si en uno de los componentes
tenemos un pequefio fallo ;como afectaria al sistema?, si no tenemos realimentacion el
fallo se propaga por todo el sistema, con la realimentacién atenuamos este error, por
ejemplo si la planta fuese un motor, se iria desgastando y dando lugar a un pequefio

€rror.

Veremos la funcion de transferencia Pulso de algunos sistemas tipicos (Fotocopia).
En cada uno de ellos, obtendremos las ecuaciones e intentaremos obtener C*(s), una vez
obtenido lo pasamos a Z y dividimos “salida / entrada” (C(z) / R(z)) para obtener la

funcidn de transferencia.

En los dos ultimos sistemas de la fotocopia tenemos una peculiaridad, esto sucede
porque no tenemos un muestreador en la entrada de G(s) y por tanto no nos queda R(z)
sola y por tanto no podemos poner “salida / entrada”, ya que nos queda G;R(z) y GR(z)
respectivamente. Por tanto no tendriamos la funcion de transferencia pulso y no
podremos realizar los andlisis que se explicaran en proximos temas. Como los sistemas
los disefiaremos nosotros, nunca se dard esta situacion, casi siempre usaremos uno de

los dos primeros, principalmente el primero.
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Evaluaremos tres sistemas en lazo cerrado:
Sistema 1:

RE) /o E6) _~ EXs) - C(s) ~ Cs)

i Or Or

B(s) Hs)

A

G(s) = Ghy(s)- G,(s)
1.- E(s) = R(s)— B(s)
2.- C(s) = G(s)- E*(s)
3.- B(s) = C(s)- H(s)

De las ecuaciones 1 y 3 obtenemos:

E(s)=R(s)—C(s)-H(s)

Como queremos obtener C*(s) muestreamos esta formula:

E*(s)=[R(s)— C(s)- H(s)} = R*(s)— [C(s)- H(s)]*

Al no poder obtener C*(s) ya que tenemos un producto muestreado, hay que seguir
operando, para ello, sustituiremos C(s) por su valor de la férmula 2:

E*(s)=R*(s)~[G(s)- E*(s)- H(s)} = R*(s) — E*(s)-[G(s)- H(s)]*

Despejamos E*(s) y sustituimos en la formula 2 muestreada para poder obtener C*(s):

R*(s)
1+[G(s)- H(s)]*

E*(s) =

la formula 2 muestreada seria igual a: C*(s)=G*(s)- E*(s) sustituyendo la
expresion anterior en esta formula obtenemos C*(s) y podremos sustituir directamente
por C(z):

G*(s)-R*(s)

O 66 He)
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como todos los términos estdn en forma de transformada *, podemos realizar la
conversion directa a Z y dividiendo salida entre entrada obtener la Funcion de

transferencia Pulso del sistema:

ORI - I
+GH(z2) R(z) 1+GH(z)

C(2)

Recordar que GH(z) se refiere a la transformada Z del producto de la funcion G por la

funcion H. Gy ¢ se refiere a la funcidn de transferencia en Lazo Cerrado del sistema.

Sistema 2:

R(s) (F)E® _—~ E() &(s) C(s) ~ C's)
k‘_‘J Or Or ]
B&) Hs) [«

1.- E(s)=R(s)— B(s)
2- C(s)=E*(s)-G(s)
3.- B(s)=C*(s)-H(s)

De las ecuaciones 1 y 3 obtenemos:

E(s) = R(s)=C*(s)-H(s)
Como queremos obtener C*(s) muestreamos esta formula:
E*(s) =[R(s) = C*(s)- H(s)[ = R*(5) = C*(s)- H *(5)
Como hemos conseguido obtener C*(s), sustituimos E*(s) en la formula 2:

C(s) = G(s)-(R*(s)— C*(s)- H *(s))

Realizamos el producto por G(s) y muestreamos la formula ya que en el término de la

izquierda tenemos todavia C(s):

C(s) = G(s)- R*(s) = G(s5)- C*(s5) - H(s)——>C*(s) = G*(s)- R*(s) = G*(s)- C*(s)- H *(s)
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Despejamos C*(s) y como tenemos todo en forma de transformada * pasamos a
transformada Z directamente para obtener la Funcion de Transferencia (F.T. de aqui en

adelante)

C*(s) = G*(s)-R*(s) AN

_ (-GG RG)
1+G*(s) - H *(s)

1+ G(z)-H(z)

C(z) _ G(z)
R(z) 1+G(z)-H(z)

Ge(2)=

Sistema 3:

R , " -
(s) ;/E\ E(s) E*(s) " Gi(s) U(s) U(s) Ga(s) C(s) C (s)_;

O Or &1

B(s)

H(s)

)

En este caso Ga(s) podria ser la planta con su retenedor y Gi(s) un controlador analogico

para que si falla el computador el sistema siga funcionando.

1.- E(s) = R(s) - B(s)
2.- B(s) = H(s)- C(s)

3.- U(s) = E*(s)- G, (s)
4- C(s)=U*(s)-G,(s)

De las ecuaciones 1 y 2 obtenemos:

E(s)=R(s)—H(s)-C(s)

Muestreamos ahora las ecuaciones 3 y 4:

U*(s)=[E*(5)-G, ()} = E*(5)- G, *(5)
C*(s)=[U*(s)-G,(s)F=U*(s)- G, *(s)

De estas dos ecuaciones, sustituyendo U*(s) por su valor obtenemos la siguiente
ecuacion:

5-CH()=E*(s)-G ()G, *(9)
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Como queremos obtener C*(s) muestreamos también la formula obtenida de 1y 2

E*(s)=[R(s)— H(s)- C(s)} = R*(s) - [H(s)- C(s)]*

0JO!: Al tener un muestreo del producto de H(s)-C(s) no podemos obtener C*(s) y
sustituir la féormula 4 muestreada, en su lugar, sustituiremos la formula 4 pero sin
muestrear.

E*(s)=R*(s)~[H(s)-U*(5)- G, (s)} = R*(s) = U *(5) - [H(5)- G, (s5)]*

Sustituimos U*(s) y despejamos E*(s):
E*(s)=R*(5)~E*(5)- G, *(5)-[H(5)- G, (s)]*

R*(s)

E O 0 e e

Ahora sustituimos E*(s) en la ecuacion de C*(s) (5) y pasamos a Z directamente para

calcularla F.T.;

R*(5)-G, *(5)-G, *(s) SN (GRAORAC)

OG0 [H) - Gus) 1+G\(2) HG,(2)

La F.T. Pulso del sistema sera entonces:

C2) _ G(2)Gy(2)

G (2)= R(z) 1+G,(2)-HG,(z2)
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Haremos una simulacion en MatLab (cc_014.m) con los dos primeros sistemas para

ver las ventajas de la realimentacion con los siguientes valores:

G (s)=— G(s) = Ghy () G, (s)
s-(s+1)

e Trasformada de Laplace (Senal Continua)

Step Response

Amplitude

Time: [zec)
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Sistema en Lazo Abierto
H(s)=1

o Sistema 1:

Step Responzse
1.4 T T T T T

121

0&

Amplitude

02F

0 1 1 L 1 1
0 1 2 3 4 5 G

Time (=zec)

o Sistema 2:

Step Responze
1.4 T T T T T

Amplitude

04r

02r

i} 1 1 1 1 1
1] 1 2 3 4 £l B

Time [ zec)
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e Sistema en Lazo Cerrado

_10-s+1

H(s
) s+10

o Sistema 1:

Step Responze
2.5 T T T T T

Am plitude

05

0 1 1 1 1 1
1] 1 2 3 4 a3 G

Time (zec)

o Sistema 2:

Step Response
2 T T T T T

Amplituce

0 -

06

n2r

0 I I 1 I I
1] 1 2 3 4 g E

Time (zec)

Vemos que al representar la sefial sin realimentacion el sistema es inestable,
nunca converge ya que al no tener realimentacion el error se va acumulando

constantemente.
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Transformada Z Modificada (o Retardada)

Si tenemos un sistema hibrido y queremos estudiarlo mediante la transformada Z, lo
primero que debemos hacer es obtener la salida muestreada, aunque sea un muestreador

ficticio.

ety ~ e*(t)_; 5(s) y(t)
5(t)

E*(s) Y(s)

E(s)

Al ser el muestreador ficticio implica que no tenemos informacion sobre la salida real
que es continua, si queremos conocerla tenemos dos posibilidades:

1. Estudiar el sistema mediante Laplace, que presentaba el problema de la sefial
muestreada que tenia infinitos polos, salia una sefial periodica ...

2. Usar la transformada Z Modificada: no es mas que afiadir al sistema ademas
de un muestreador ficticio, un retardo de tiempo ficticio antes del
muestreador. Si hacemos que el retardo vaya de 0 a T podemos conocer la
salida en todo este intervalo.

Nosotros trabajaremos con la segunda posibilidad construyendo un sistema igual a:

e(t) / e*(t)_; G(S) y(t) > e—t:‘S | y(kT)

E*(s) Y(s)

Obteniendo la siguiente respuesta:

Si vamos modificando el valor de retardo de 0 a T obtenemos la sefial en todo su

dominio.
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Con la transformada Z modificada se trabaja exactamente igual que con la

S
transformada Z solo que en este caso tendremos un retardo € *" en las tablas

miraremos la columna que corresponde a E(z,m)=Z__, {E (s), m} 67, {E (s), m}

Indicar que ‘m’ es un parametro que va a ir siemprede0al > 0<m<1

) ) -(I=-m)T . .
El retardo de tiempo lo definiremos como € , Sl en esta expresion,

movemos m de 0 a 1 tenemos que:
e m=0>¢" D retardo igual al periodo de muestreo
e m=1>>¢"=1 - sera la propia sefial en el instante de muestreo (retardo

igual a 0).

T 2T

Una de las utilidades de esta transformada es para la simulacion, lo probaremos con
un ejemplo, la otra de las utilidades sera a la hora de estudiar sistemas que tienen un

retardo no ficticio y que no podemos controlar, lo veremos mas adelante.
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Ejemplo 1: Uso de la Transformada Z Modificada (cc_015.m)
1 (1-e™) .
Tenemos: G(s)= ﬁ ; Gh,(s) =——= y una entrada escalon.
S+

Usando Zmeq sSimularemos:
y(t) con m=0:0.1:1 y T=0.01;

También usaremos la parte continua de MatLab para comparar ambas salidas.

MatLab no tiene implementada la transformada Z modificada, pero esto no
supondra un problema ya que solo es aniadir un retardo a la parte continua del sistema.
Lo que haremos sera anadir este retardo a la parte continua y luego calcularemos la

transformada Z del resultado.

Step Response

1 1 1 1 1 1 1 1 T f 1 |
0646 F ;l/ §
0.644 | # -
j,:’
0E4z L jf?"’/ 4
o +
T 064t . -
£ il
g +
063 | j_-y -
F
0636 | + -
' S
0634 - ji‘/ Gz 1
,7|‘r +  Gmod
0.E32 -1"*{ T ] ] ] ] ] 1 ] =
11005 101 1045 402 4025 103 1035 104 1045 105
Time (zec)
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En algunos sistemas reales, existe un retardo que hay que tener en cuenta, ejemplo,
electro valvula que deja pasar agua, el caudal de agua no aumenta o disminuye
instantaneamente, tiene un retardo de transporte que si no se controla hard que el

sistema sea inestable.

En un sistema real, ‘m’ no tiene por qué ir de 0 a 1, por eso tenemos que realizar

una determinada operacion para llevarlo a ese rango:

t,2=n-T+A-T;conn=0,1,23,...

A valdré 0 si el retardo es menor que el periodo de muestreo.
Si definimos m =1—A ya estaria en el intervalo deseado, como consecuencia de esta

transformacion tenemos que:

—ty-S -n-T-s —A-T-s
e " =e -e

n

. . , . —nTs
Tenemos por otro lado (visto anteriormente), que con términos e " podemos hacer la

conversion ha z" por lo que si analizamos el sistema tendremos que:

r*(s)=[E*(5)-Gs)-e ] = £*(s)-[6(s)-e ] =

Y(z)=E(z)-z" - Z{G(s)- e *"* |= E(2)- 27" - Z,,,{G(s).,m)
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Lo veremos mejor con un ejemplo

Ejemplo 1: Calcular Y(z)

E(s) ~ E*(s) G(s) »| Ghas) o e_t,_.s kY(s) Y*(s)
o(t)
1 1-e™
G(s) = 1 Gh, = t,=0.14s T =0.1s Entrada Impulso
s+ s

(E(s)=1,E@@)=1)

Lo primero que haremos sera descomponer el retardo como:
tob=n-T+A-T=n-01+A-T=0.14
n=1;
A=0.4

Para sacar n dividimos t) entre T y nos quedamos con la parte entera, el resto serd A.
Ahora podemos calcular m: m=1-A=0.6;

De momento dejamos esto y pasamos a calcular Y(s):
Y(s)=E*(s)-G(s)-Ghy(s)-e*
Como vamos a utilizar la Transformada Z colocamos el muestreador ficticio a la salida

y obtenemos:

7*()=[E* () G(s)- Ghy ()¢ | = () [GCs) Gy (5) -7

Y*(S):E*(S)'{G(S)'@.e—fw} Z
s —

Y(2)= E(z)-(1-z7)- Z{@ - e}
S

Nota: Z{e_"”}:Z{e_"'T'S -e_A'T'S} = como tenemos un retardo puro podemos

.7 - —A-T
descomponer la expresion como 2 z™" - Z {e ‘};

Sustituyendo en la expresion obtenemos:

Y(z)=E(z)-(1-z")-z" .Z{&.e—w-s}

N
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la expresion de Z no aparece en las tablas, pero si en las de la transformada

modificada, por tanto podemos sustituir la expresion anterior por

Y(z)= E(z)-(1—z")- 2" -zmod{G(S) m}

N

En este caso lo que haremos seria descomponer G(s) en fracciones simples y mirando
en las tablas y sustituyendo m por su valor, tendriamos la expresion buscada.
Recordemos que m = 0.6:

Zmod{G(s) ,0.6}

S

sustituyendo G(s) por su valor

Z ;,0.6
s-(s+1)

Descomponiendo en fracciones simples:

1 A B

s (51D s (54D’

calculandolo con MatLab obtenemos:
[R,P,K] = residue(1,[1,1,0]);
R = [-1 1]
P = [-1 0]

Sustituyendo A = 1 y B = -1, sustituyendo:

Z_ {l + ﬂ,%} =7, {1,0.6} ~Z {L ,0.6}
s (s+1) s (s+1)

mirando las tablas obtenemos la expresion directa:

—0.6:T
Zmod{l,o.6 _ zZ . SR -
s (z—-1) (s+1) z—e

Agrupando todos los términos calculados obtenemos la expresion final de Y(z):

Y(2)= Ez)-(1-z") =" (# e J

z-1 z-e
resolviendo nos queda:
Ez) =1;

z—-1 z- (1 —e 0T )— e 40T

z Zz—z-(1+e_T)+e_T

Y(z) =
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TEMA 3. ESTABILIDAD EN SISTEMAS DISCRETOS

Introduccion

Un sistema de control siempre debe ser estable, sino, tenderia a infinito y el sistema
no funcionaria. Tendremos un sistema cualquiera en lazo cerrado del que podremos
obtener su F.T., tendra una entrada que sera la referencia y una salida.

R(z) Y(z)
—» Guw(z) p———»

Recordemos que un sistema es estable si para toda entrada acotada, la salida estaba
también acotada. La entrada podra ser cualquiera que tenga un limite maximo y un
limite minimo, de cualquier forma la salida debe tenerlos igualmente. Si la salida oscila
entre dos valores, el sistema se llama criticamente estable, aunque, seglin la definicion,
el sistema seria estable, pero a nosotros esto no nos vale (un control de temperatura que
oscilase entre -10 y 10 grados), por ello daremos otra definicion:

Diremos que un sistema es absolutamente estable y lo llamaremos estable si para
una entrada impulso, la secuencia de ponderacién se hace cero, esto significa que el
efecto de la entrada no permanece en el tiempo sino que se va amortiguando y al final el
sistema acaba estabilizdndose.

De igual forma para una entrada escaldn tendera a estabilizarse pero hacia un valor
constante, dependiendo de la altura del escalon.

A continuacion veremos las posibles respuestas de sistemas estables para éstas dos
entradas:

¢ Entrada Impulso e Entrada Escalon
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En conclusion:
Un sistema puede ser:

- Inestable: dada una entrada, la salida tiende a infinito.

- Estable: dada una entrada, la salida tiene a 0 o a un valor constante.

\/\/\AA

- Criticamente Estable: dada una entrada, la salida oscila entre dos valores.

. Como estudiar la estabilidad del sistema?

Una vez que tenemos la F.T. del sistema, lo tenemos definido como un bloque, con
una sola ecuacion, ;Como sabremos la respuesta a una entrada escalon por ejemplo?, lo
que haremos sera pasar del dominio de Z al dominio del tiempo mediante Z™' de G,
una vez hecho esto, veremos si la expresion tiende a 0 (sistema estable) o a infinito

(sistema inestable).
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Veremos los diferentes casos que se pueden dar y como saber a que tiende la

salida en cada uno de ellos:

1. Polos Reales y Simples:

Y(Z): A ; ‘p’ un polo real, o lo que es lo mismo Y(z):A'Z
z z—p z-r

Haciendo la transformada inversa de esta expresion, segun las tablas obtendremos por

cada polo simple que:

y(k'T) = A-pk; parak=0,1,2,3, ..., ©

. . . -1
Si tenemos varios polos tendremos la suma de todas sus expresiones Z
Vamos a comprobar a que tiende la expresion para una entrada impulso segiin algunos

valores de ‘p’.

p=2

LS I

S

VI
-\]\}

A
t

p=-1
p=0.5

- Si|p| <1 -> Estable

- Si|p|>1 -> Inestable

- Sip=-1 - Criticamente estable 6 Marginalmente estable

- Sip =1 - Inestable, aunque con la entrada impulso la salida valdria siempre 1
y pueda parecer estable, si lo hacemos con una entrada escalén obtendriamos

una rampa que tenderia a infinito.
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2. Polos Reales Muiltiples:

A-z B-z M-z
+—

+ +...
z—p (z-p)’ (z—p)"

Y(z) =

En este caso en las tablas, el primer sumando es igual que la expresion de antes, para
Bz
(z-p)’
Si estudiamos la estabilidad obtenemos al igual que antes:

- Si|p| <1 - Estable
- Si|p|>=1 > Inestable

~k-T- p*,en general k-T".p".

3. Polos Complejos Simples:

c-z-sen(b-T) .\ z-(z—c-cos(b-T))
z2=2-c-z-cos(b-T)+c> z*=2-c-z-cos(b-T)+c’

Y(z) =

De aqui obteniamos que:

y(kT) = c*sen(bkT) + c*-cos(bkT)

Tanto el seno como el coseno son ondas que oscilan, por eso para que esta expresion

tienda a 0, la condicion que debe cumplirse sera que [c| < 1.

Si recordamos, los polos complejos simples eran de la forma:
pl=c+ jo
pl=0c—jw

Lo que tendremos en el denominador sera (z-pl)-(z-p2), si desarrollamos la expresion

obtenemos:

(z=pD)-(z-p2)=(z-0-jo) (z-0+ jo) =(z-0)" - (jw)’ =
=z’4+0’ -2z o+ =2 +z-(2-0)+w’ +0°

Si vemos el denominador de las expresiones anteriores, veremos que el término

. . , 2 . .,
1ndependlente séria €, S1 lo comparamos con esta expresion veremos que:

6‘2 :a)2+0'2
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Esta ecuacion corresponde a una circunferencia de Radio c.

jw
1
- r=1 1 ©
/ \A
Criticamente Inestable (Real)
Estable (Real)
-1

Un sistema sera estable siempre que los polos estén dentro de la circunferencia
unidad, siempre que estén fuera, el sistema sera inestable. En el caso de tener un par de
polos complejos justo encima del circulo unidad el sistema serd criticamente estable, si

tenemos mas de uno, el sistema puede ser inestable.

Conclusion:

A la hora de estudiar la estabilidad de un sistema LTI tendremos que:

Un sistema sera estable cuando:

- Todos sus polos estan dentro del circulo unidad.

Un sistema sera inestable:
- Siuno solo de los polos esta fuera del circulo unidad.
- Si tenemos un polo real multiple sobre el circulo unidad (jp| = 1).

- Si tenemos mas de un par de polos complejos sobre el circulo unidad.

Un sistema sera criticamente estable:
- Sitenemos un polo real en -1.

- Si tenemos un par de polos complejos sobre el circulo unidad.

A la hora de disefiar un controlador, siempre haremos que tenga los polos dentro del

circulo unidad para que el sistema sea estable.
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Podemos estudiar la estabilidad del sistema siempre y cuando el sistema sea LTI (Lineal

Invariante en el Tiempo).

Esquema de Control

RS) -

L 4
o
N,
L 2

Gho(s) »  G(s) 3

H(z) <

C(z) - Esta parte del sistema la controlamos nosotros, podemos hacer el disefio para
que el sistema se comporte de manera estable, indiferente ya de como responda ante la

salida esperada.

Ecuacion Caracteristica

Cuando vayamos a estudiar la estabilidad de un sistema, tendremos que calcular sus
polos, para ello, calcularemos su funcion de Transferencia:

Y(z)  Num(z)
R(z) N Den(z)

G (2)=

Lo que haremos sera que el Den(z) = 0, a esto se le llama “Ecuacién Caracteristica”,
esto serd lo unico que nos importe a la hora de analizar o calcular la estabilidad del

sistema, el numerador (los ceros) no nos importan para estos calculos.
La ecuacion caracteristica serd un polinomio del tipo:
-1 -2
Az +an; 'z taz+ .. tarz+ta=0

Que también puede escribirse como:
(z-p1)(z-p2)...(z-pn) =0

A continuacion veremos en MatLab (cc_016.m) todos los casos que hemos visto:

- Polos Reales simple = |p| <1, |p|>1,p=1,p=-1
- Polos Reales Multiples = |p| >=1, |p| < 1

- Polos Complejos Simples y Multiples = p dentro de C1 (circunferencia unidad),
p fuera de C1 y p sobre C1.
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Test de Estabilidad Jury

Para saber si un sistema es estable, podiamos comprobar que los polos de la F.T. en
lazo cerrado estaban en la circunferencia unidad. Hoy dia usamos MatLab, pero antes
estos calculos habia que hacerlos a mano, por ello, surgi6 el test de Jury, que ademas de
indicarnos si el sistema es estable o no, nos indica también las condiciones que debe
tener un determinado parametro para que el sistema sea estable. Este test se usa sélo
para sistemas discretos, también existe el test de Routh para sistemas continuos, pero no
lo daremos, tan solo saber que habria que realizar la transformacion bilateral de la

siguiente forma:

_ (W+l)'w: (z+1)

Formal: z ; siz=02>w=-1;
(w-1) (z=1)
1+zw
Forma2:z=4;w=£-(2_1),51z—09 w:—z
| T T (z+1 T
_E.W

Esta transformacion se realiza para que la parte real de la funcion del sistema continuo

sea negativa.

El criterio de Jury lo usaremos con un sistema del que tengamos la FT en LC (lazo
cerrado), tendremos una divisiéon de polinomios; como vimos, la estabilidad sélo
dependia de los polos, es decir, del polinomio del denominador (ecuacion
caracteristica), hasta aqui es igual que hemos visto, sin embargo no tendremos por qué
resolver la ecuacion para saber si los polos estan dentro del circulo unidad (complejidad
que aumentaria a medida que el grado del polinomio aumentase). El test consiste en
realizar una tabla (fotocopia) y aplicar las operaciones que se indican en ella.

La unica condicién antes de aplicar el test es que a, > 0, si sale negativa,
multiplicariamos toda la ecuacion por -1.

El ntimero de filas que contendra la tabla es de 2-n-3 donde n es el orden del sistema,
logicamente no tendria sentido paran < 2.

Las columnas irdn desde z° hasta z" y las filas irdn desde 1 hasta 2-n-3. Las dos primeras
filas las tenemos como datos ya que la primera empezamos con ay y terminamos con a,

y la segunda es la primera escrita al revés.
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Si nos fijamos, veremos que la fila 3 y 4 dependen de los mismos valores (llamados ‘b’
en el caso de la fotocopia), cada dos filas vamos teniendo un elemento menos, entre
otras cosas porque si lo calculamos dar4 0.
En general para cada elemento de la tabla haremos el determinante de la matriz de la
siguiente forma:

- De las dos filas de arriba cogemos los dos primeros para la primera columna,

- Para la segunda columna cogeremos los dos equivalentes a la posicion del
elemento a calcular pero empezando por la derecha.
Una vez construida la tabla, deben darse las siguientes condiciones para cumplir el
criterio de estabilidad:

- La ecuacidn caracteristica debe ser mayor que 0; D(1) > 0

- (-1)™D(-1) > 0; con n el orden del sistema (maximo exponente de z)

- |ag| < a, y para cada fila |bg| > |by.1|

Si se da las 3 condiciones quiere decir que todos los polos del Sistema estan dentro del
circulo unidad y por tanto el sistema es estable, en caso de no se dé una de las

condiciones, el sistema es inestable.

Para comprenderlo mejor, haremos unos ejercicios:

Ejercicio 1: Estudiar la estabilidad del sistema aplicando el Test de Jury cuya E.C. es la
siguiente: D(z) = z* + (0.368k-1.368)-z + (0.368 + 0.264k) = 0

Nota: Si resolviésemos la ecuacion, tendriamos una expresion dependiente de k y seria

dificil de decir si se encuentra en el circulo unidad.

Para aplicar el Test de Jury debemos calcular cuantas filas va a componer nuestra

tabla. Si tenemos que el orden de la E.C. esn =2 el n°de filas = 2n-3 =2-2-3 =1

Vemos que la condicion suficiente para aplicar el Test de Jury se cumple (a, = 1 > 0)
por lo que pasamos a evaluar las condiciones de estabilidad y a construir la tabla para

evaluar la tercera de las condiciones.

Si comparamos la expresion con la de la fotocopia:
ap = (0.368k-1.368);
a;=(0.368 + 0.264k),
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La primera nos dice que la ecuacion evaluada en 1 tiene que ser mayor que 0:
D(1) = I” + (0.368k-1.368)-1 + (0.368 + 0.264k) = 0.632:k > 0 =k > 0, es decir,

que si k fuese menor que 0, el sistema serd inestable.

La siguiente condicion nos dice que (-1)"-D(-1) > 0 > (-1)*D(-1) > 0:
D(-1) = (-1)° + (0.368k-1.368)-(-1) + (0.368 + 0.264k) = 2.736 — 0.1k > 0; por lo

que podemos decir que para que el sistema sea estable k < 27.36.

Con esto tendriamos las dos condiciones que tiene que cumplir k para que el sistema

sea estable:

0<k<2736

A continuacion para probar la tercera propiedad construimos la tabla, si recordamos,
solo tenemos una fila:

Fila 1 2 (0.368k-1.368) (0.368 + 0.264k)

La ultima condicion nos dice que |ag| < a;:
|0.368 + 0.264k| < 1 = como en las condiciones anteriores llegamos a la condicion de
que k > 0, la expresion a la izquierda de la inecuacion siempre serd positiva, por eso

podemos quitar el valor absoluto y resolver:

<% 2 k < 2.39; en este caso redondeariamos a 2 para que se

cumpliese esta condicion.
Conclusion:  El sistema seria estable si 0 < kK < 2.39

Podemos probar esto poniendo como numerador una funcion cualquiera (z, por
ejemplo) y como denominador la E.C dada, luego le aplicamos una entrada escalon o
impulso para distintos valores de k y veremos como a partir de 2.39 el sistema se vuelve

inestable.
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Ejercicio 2: Obtener los valores de k para que el sistema siguiente sea estable (el valor

de k puede ser un controlador, etc)

E(s) E*(s) U*(s) UGs) L Y(s) Y¥(s)

R(s)
+ > K > Gho(s) » Gpls) [~ > >

(0.3679-z+0.264)
(z-0.3679)-(z—-1)

G(z)=Z{G(s)} =

Nota: Si no nos diesen G(z) tendriamos que calcularla nosotros, como hemos hecho en

ejercicios anteriores.

Para estudiar la estabilidad del sistema completo ( Ii(Z) ) dependiendo del parametro k,

z)

lo podemos calcular estudiando los polos del sistemas o por el Test de Jury.

Lo haremos, como es logico, por el Test de Jury, para ello en primera instancia
tenemos que calcular la F.T., pero como este sistema es uno de los habituales, ya vistos

en clase, aprovechamos y cogeremos su F.T.

= Y(z) = k-G(2) - siendo H(z) = 1

= e " (kG

Para estudiar la estabilidad tan solo nos interesa el denominador (la ecuacion
caracteristica) por tanto:

(0.3679-2+0264) _

DE)=0=1+k-GE) =1+ k- ~=00e e =)

Si realizamos la suma obtenemos:

_(2-03679)-(z=1) _k-(0.3679-2+0264) _

D(z2)
(z-0.3679)-(z—-1) (2z—0.3679)-(z—1)

> pasando el

denominador comun al otro término, como éste es 0, nos queda:
D(z)=z"+0.3679-1.3679-z+0.3679-k-z+0.264 -k =0
D(z)=; 22 +2-(0.3679 -k —1.3679)+(0.3679 + 0.264 - k) = 0
\/ \/

a a] ao
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Ahora aplicamos las condiciones del Test de Jury, en este caso, al ser el sistema de
orden 2, tendriamos 1 fila en dicho test.

a=1

a; = (0.3679-k— 1.3679)

ap = (0.3679 + 0.264°k)

1“condicion: D(1) > 0
D(1) = I’ + 1-(0.3679-k— 1.3679) + (0.3679 + 0.264:k) D k> 0
Si k es una ganancia que multiplica a la planta, siempre tiene que ser positiva ya que el

error no cambia de signo y entonces tendriamos el error cada vez mds grande

2%condicion: (-1)"-D(-1) > 0, en este cason = 2:
D(-1) =1-0.3679k+ 1.3679 +0.3679 + 0.264'k = 2.7358 — 0.1037'k > 0; 2>
2>k <26.382

3“condicion: |ay| < a,; con n = 2 en este caso:

|0.3679 + 0.264-k| < 1 2 al igual que antes, el valor absoluto lo podemos quitar por
ser siempre positivo, de no ser asi, calculariamos los dos casos como independientes,
por un lado cuando es negativo y por otro cuando es positivo.

Si resolvemos nos queda:

k<239

Conclusion: El sistema es estable si 0 < k < 2.39
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