ISIS Je| error.

Tema E Ana/

A.- Estudio y tipologia del error :

Si tenemos un problema p (problema real), con el fin de estudiarlo, modularemos dicho
problema mediante una aproximacién p, a costa de un eror de modulacion E,, en el paso de la
realidad a la aproximacién. Si la solucion a p diverge demasiado de la solucion a p, el

planteamiento o el algoritmo de resolucion no son validos para el problema real en concreto.

Error depende de
E,, Errorde entrada (input) = del condicionamiento del problema (sin solucion)
E.. Error intermedio = de la estabilidad del algoritmo (en la maquina, ...)
E,,  Etror del algoritmo = se da al ejecutarse el algoritmo en si
E

«« Error de redondeo y aritmética de la computadora

Def. 1: Error absoluto: se mide con la relacion: E, | p— [7|
: . lp-7|
Def. 2: Error relativo: es el resultado del cociente: E,;; ——
7
Def. 3: Error de cancelacion: E_: Se da en operaciones donde se restan 2 nimeros

muy proximos. El resultado es la anulacion de alounos digitos que podrian ser significativos.
yp g g que p g

Def. 4: Aproximacion de un nimero: p se aproxima a p con t digitos significativos si

el error relativo responde a:  E,, < 5*70”
Def. 5: Error normalizado: El error esta normalizado si fa/ < 107

Def. 6: Tolerancia: es el error maximo que deseamos permitir en un calculo.
B.- Representacion numérica:

En un ordenador, un nimero tiene una representaciéon especial denominada numero

maquina, que se compone de una mantisa o fracciéon y un exponente o caracteristica.

Nota 1: Si el resultado de una operacion es menor que el menor nimero que puede
representar la maquina, el compilador retorna “Underflow”; pero si es mayor que el mayor que

pueda memorizar, devuelve “Ouverflon”’. En ambos casos se detienen los calculos del compilador.
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Def. 7: Notacion en punto flotante: Un nimero real x se escribe en notaciéon punto

flotante de esta manera:
x= +2*10" mantisa*base™ "
Por ejemplo, para escribir un numero en la representaciéon punto flotante de un

compilador concreto, escribiremos:

1 bit [signo] + 7 bits [exponente] (en base 16) + 24 bits [mantisal

Def. 8: Numero normalizado: un nimero a esta normalizado si el primer digito decimal

es distinto de cero, de manera que:
01 < ]a] <1
Por ejemplo: Six = 0028*%10°° entonces se convierte en x = 0°285%10°
Nota 2: El ordenador usa base 2 (binaria) en los calculos: #*2°

Def. 9: FUNCION REDONDEO RD(X): UN NUMERO SE REDONDEA O APROXIMA A /

CIFRAS CON LA FUNCION RD DEFINIDA A CONTINUACION:

Rd: R——> A
x rd(x)=X, ¢digtos

donde:

i, , t<>0<a, <4

X=a-10 y a'=0o0,0,...0, v k=

’ t+l<>5<a,, <9

Def. 10: Cifras decimales exactas: Ganar 7 cifras decimales (exactas) entre 2 etapas es
reducir el error 70 ™ entre una etapa y la siguiente.
Def. 11: Error absoluto y relativo producido al redondear:

E,, =|rd(x)—x|<5%107"" *10" misexactoque B,

E, _5%107" _5%107" B .
E,, = | dT < | | < —— =5*10"indica la magnitud del error
X a|
Def. 12: Error de precision de la maquina EPS: de ¢psilon e eps=5*10".

De forma que si el error E tiende a cero:
E-=0, E,<eps, = |E|<eps,
y asi
N=x+erx=x*(1+¢)

Def. 13: Factor de correccién: X =x*(1+¢) dondeeps=¢

Qosaﬁo Gata Sa/nc%ez Dégina 2.-
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C.- Ejemplos:

Ejemplo 1: Error de cancelaciéon: diferencia de nimeros muy proximos.

La forma normal, aunque incorrecta, de hacer la operacion es:

error

V9876 — /9875 = 0'000503142 *10 = 5'03142 0000 *10

La forma correcta de hacerlo es multiplicar y dividir por el conjugado.

V9876—+/9875 =

=5'031418679 *107°

1
\V9876++/9875

Ejemplo 2: Error de cancelaciéon: Calculo de raices de ecuaciones de segundo grado:

Por ejemplo, para  x° — 7634x +2 = 0 la solucién que genera un valor incorrecto es:

x = 817 £ /667487
x, =817 +816'9987760 = 1'633998776 *10°
x, =817 —816'9987760 = 1'224 000000 * 10 -

ERROR

Y la solucién que genera los valores correctos es:

x*x,=2 = x2=£=1'223991125 *107°
X

Ejemplo 3: Error de cancelacién: Suma de nimeros muy pequefios:

Por ejemplo, en la serie aritmética S, siguiente.

roo 1
(a) S,=1+ g1m, que es equivalent e a (b)
-1 &7+

| 1 1
b) S =142 (————)=2-
KIRE éﬂ(k é+1) n+1

Con una aritmética exacta, tendriamos que obtener

S, =179
Sy, = 1799
Syoo = 1°999

Sop99 = 179999, ... ... ...
Pero en realidad obtenemos calculos erroneos:
Sy =19
Sqo = 17990000003
Se9o = 17999000003
Soo00 = 19998999972, ... ... ...

Dégina 3.- IQosa'r’io @ata Sa/nclﬁez
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. , . . k
Mas, si ordenamos los términos de forma decreciente, y rellenamos con 0 hasta obtener 2

términos, como sigue ahora, obtenemos los resultados esperados:

1 1

S, = + +... +1
(n+Dn  (n="1)n 2*1

()
Ejemplo 4: Usando el método anterior, calcular la distancia entre Ay B, sabiendo que:

p.=mk/4n y 1r,=1/cose, / k=1.n

N  Método tradicional Método correcto

2 1°000000001 1°000000001
4 0999999996 1°000000001 . B(1,1)
8 1°000000002 1°000000000 e
16 17000000079 1 N
32 17000000312 1 &
64 0999999333 1 & |
128 0999996236 1°000000006 e I
256 07999986218 1°000000005 :A lA(1 0)
512 07999985107 1°000000006 T
1024  0°999817631 1°000000006

Ejemplo 5: Calculo de

La longitud de un poligono regular de n-lados, inscrito en una circunferencia de radio r=7, es
igual a: € = 2%n*sen(7z/n). Por tanto, tenemos que :

f(n) Zﬂ*feﬂ%&)ﬂ'
Tomando la sucesién #» = 2°, obtenemos:

9t =2 en(27 ) 22

1—cosa

Usando sen " = se llega a
2 2
=2
L =2/<+1\/1_ 1_(2%]/@)2
A+1 2
1_X2 —k 2
Y usando 1-x= " ycon  x=4/1-(27" )" tendremos esto:
+x

y, =2

2
Y1 =Y
T 1-@ty

Dégina 4 .-
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Tema 7: t—cudciones no |inea|e§

A.- Introduccion:

Buscamos la soluciéon p a una funcién continua f{x) donde f{p)=0. Podemos intuir los
ceros del polinomio graficamente, para detectar el intervalo donde esta la solucion, pero lo

solucionaremos aproximando f{x) a un polinomio P,(x), con 2k raices complejas y #-24 reales.

Veamos algunos teoremas utiles sobre las raices de una funcion:

Teorema 1: Teorema de Bolzano sobre el cambio de signo de una funcion:
Ha)* f(b)<0<«>Tpe(a,b)r> f(p)=0/ f € Cont(a,b)

Teorema 2: Teorema de Rolle sobre la primera derivada nula de una funcién:
S()=0¢> f(a)= f(B)=0r> c€(a,h)

Nota 3: Las raices complejas siempre van a pares. Esto significa que, para un polinomio

de orden 7, siendo 7 impar, existe al menos 1 rafz de caracter real.

Pero, ¢qué ocurre cuando hay raices multiples en ecuaciones polinémicas (algebraicas)?.

Los métodos numéricos de resoluciéon de ecuaciones presentan dificultades ante raices
multiples, ya que se basan en la existencia de un unico cambio de signo en la funcién en un
intervalo. Para ecuaciones polinémicas se busca una ecuacién con iguales raices, pero simples.

Por el Teorema fundamental del Algebra, sabemos que un polinomio de grado n tiene
n rafces, y puede ser factorizado, y también agruparse segin la multiplicidad m; de sus raices:

P(x)=a,(x—x)(x—x,)..(x—x,) con X,,x,,..,x, raies
P (x)=ay(x—x)" (x—=x,)"(x—x,)", con m+m,+..+m =n

Derivando la expresiéon anterior, y operando, obtendremos un polinomio Q(x) cuyas

raices son las mismas que las de la funcién anterior, pero con multiplicidad simple.

P'(x) = nay(x—x,)" " (xx —x,)" (e —x )T O, (x), con O, (x)20 /i=12,.,k
D(x) = med[P(x), P'(5)] = (5 = 5,)" " (5 = 2,) " (o — ¢, )

X =w=d X —X X=X, )ud( X — X
Qee) = 5 = a0 ) ()

Dégina 5.- Qosa‘r’io @ata Sa/nclﬁez
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B.- Métodos iniciales:

Una vez tenemos la funciéon objeto de estudio en una forma con raices simples, habra que

separar tales raices en intervalos suficientemente delimitados.

1.- Método de Biseccion:
Este método lineal y de convergencia segura, aplica directamente el teorema de Bo/zano,
dividiendo sucesivamente la funcién en hemisferios, e itera con el intervalo que contiene la rafz.

Da apoyo a otros métodos, proporcionando un intervalo de entrada aproximado.

Algoritmo 1: BISECCION

Calcula la raiz p, o su aproximaciéon p, de una funcion fx) en xE(a,b), en ITE iteraciones,

tal que ITESNMAX, y donde NMAX es el maximo de iteraciones deseadas; con una tolerancia

TOL, y sabiendo que el factor de correccion de la maquina es EPS.

7N

. A, B, TOL, , |
ITE=0 <« NMAX, EPS % \ 0
N4
Y -
P=3(A+B)
ITE = ITE + 1 Bop
NO

——_ T _— — —
_— _— —

— | A-B|<EPS
~—_ - —

< ITESNMAX —=—NO— = [{(p)| <TOL —»="_ f(A}(B)<0
~_ ~_ _— ~ -

/

— NO —
T SI Sli

T

l A=P

Y SI
/ \ ) SOL.
<

{ FIN | APROX:

\_/ P = }(A+B)

Nota 4: Es preferible calcular el punto medio de /a,6/ como m =a+ b%ﬂ, para que 7 no
se salga del intervalo en valores muy pequefios de a y &.

Uniendo # puntos de un conjunto de valores proporcionado, podemos construir una
grafica lineal, aunque no derivable, que se aproxime a la soluciéon del problema. Incluso, si
llegamos a aproximar por parabolas, no existe una segunda derivada. Es suficiente con
aproximar por “esplines cibicos”, porque el ojo humano solo reconoce hasta la 3* derivada.

(El ajuste de curvas se ampliara en el tema 6)

romﬂio Gata Sa/nckez Dégina O.-
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2.- Calculo de las cotas de una funcion:
Podemos obtener los valores discretos de x (la maquina no logra valores exactos) que

ofrecen las cotas de una funcién. Luego calculamos la altura de la funcién, su minimo o maximo.
Algoritmo 2: CALCULO DEL MINIMO DE UNA FUNCION

Calcula el minimo de una funcién en el intervalo (4,5) y con un mayado de N puntos.

N

MINK;F W < F, A B N % INICIO \

N

Y — S
B_A C:feval(F,a+kb aj 7N
FOR k=A": B n | FIN /\
n l N/

A
NO
— T

MIN =C «——SI—— MIN > N/H

0O¥O0d NI1d
92)
@)
&
@

3.- Método del Punto Fjjo:

Def. 14: Funcién contractiva: un funcién es contractiva si verifica que:

| f&x) - fE) <] xi - %] /Y x,x, ER
Teorema 3:  Una funci6n derivable es contractivasi /f(x)/< ¢ <1,/ Vx EH

Para resolver f{x), se escribe de la forma x=¢(x), con ¢(x) funciéon contractiva. Se
construye luego la sucesion x,,,=¢(x,) a partir del valor inicial x,, cuya convergencia se garantiza
en el teorema del punto fijo.

Los ceros de f{x) son los puntos fijos, en adelante PF, de ¢ (x), dado que ¢ (x) y se cruzan
en /p, f{p)], con f(p)=0. Puede escribirse ¢ (x) como @ (x)=x-f{x).

Teorema 4: Teorema del Punto Fijo: La funcién contractiva ¢(x) es ptima, es decir, tiene

un PF p,que converge a p, si cumple estas 2 condiciones:

{glbl € @b),g€U@b)} 1 {|g’®|=q<l /VxE[ab]}=
= 3 un unico punto fijo p, en (2,b)
= Este algoritmo converge a p / V p, € (a,b).

m—ﬂéfivr¢ﬁ

= Se cumple que: /k=maix([g’(x)]), entonces:

Nota 5: El punto fijo p, debe ser préximo a p para que el algoritmo converja.

Dégina 7.- Qosa‘r’io @ata Sa/nclﬁez
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Teorema 5: Teorema local del Punto Fijo: el algoritmo del punto fijo da una serie de PF’s p,

que convergen a p (orden de convergencia @ =) si:

p=gP) A gP=0=g"P)=...=g""p) 1 g"P)=0 =
Algoritmo 3: PUNTO FIJO

Calcula el punto fijo de una funcién en el intervalo (4,4), donde Nmax es el numero

maximo de iteraciones y X es la condicién inicial.

7N

N0 < SRS« | INICIO |
= X) . o
X 1= I(\}Iil < S
¢ T NO
T NO SI
p . NO
— —Y/<= > = >
—/XY/<=EPS N NMAX CONVERGE
s{
SOL. P > FIN

Ejemplo 6: Calcular la raiz cuadrada de 3. (Ver anexo de ejercicios)

Se puede hacer, por ejemplo, buscando la rafz positiva de la ecuacién fx)=0 con f{x)=x"-3.
¢ Por el método de Biseccion:
Dado que f{7)=-2<0 y f{2)=1, el teorema de Bolzano nos garantiza una raiz, que, ademas no es
unica, ya que f(x)=2x no se anula en /7,2/. Para obtener la raiz con k cifras exactas, o lo que es
lo mismo, con un error E<70*, detendremos el proceso en la iteracion #-ésima:
2-1

< 107 = 2" > 10"

2-1
Por ejemplo, para £=74, nos detendremos en la media 7z,: o <107 = 2" >10" = #>46

¢ Por el método del Punto Fijo:

/()
min| f'(x,)

xef1,2]

El error viene dado por ¢, <

bl

2
. ., . . . 26 —
por lo que pararemos en la iteracién 26 si deseamos una tolerancia de 70" ¢, < 5 <10™

romﬂio Gata Sa/nckez Dégina 8.-
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4.- Método de la Regula Falsi (posicion falsa)

Intermedio entre Biseccidn y Secante, se basa en la recta secante [(a, f(a),(bf (b))], siendo a y

b extremos del intervalo con la raiz de f. Se calcula el punto p,, donde la secante corta al eje OX,

de modo que, si f{p)*f2)<0, definimos 4,,,=a, y b.,=p; En caso contrario, a,.,=p, y b=

b.

1

P=1[b-fb)b-a) ]/ [f(b)-f(a)]
f(x)

Como {(p0)*£(a)<0, b1=p0,
y asi se itera hasta que f(p)=0

Algoritmo 4: POSICION FALSA O “REGULA FALSI”

Calcula la raiz de una funcién en un intervalo (4,5). Los datos necesarios son Gnicamente

la funcién y el intervalo donde se presume esta la rafz.

- F, A, B,
B-f(B)*(B—A
po BB (B-A) NO
f(B)-f(A) = 1
PT=P A oL
— (// _ ~— .
5P —[PTTPICTOL =22 APROX. P
SI A
T
< FP)=0 > F(P)*F(A)<(>—>
T~ NO NO
SIT T~ \
SOL. P >

Dégina Q.-
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C.- Métodos de mayor convergencia:

1.- Método de Newton-Raphson-Fourier:
Conocido como método de Newton-Raphson o simplemente de Newton, lo disefié

Raphson y Fourier lo redisefié. Por su convergencia cuadratica, es muy usado actualmente.

flx)=0=x= —jj: ((x)) =g(x) dedonde: g'(x)=1- j(X)/(ljf)l(_X{]gX)j(X)
: V) GO S VA0)
(p)=l— - =1-1=0
e [ of 120
Nota 6: Si intentaramos calcular la funcidn g(x) del algoritmo del punto fijo con el método

de Newton, obtendriamos un método que es, al menos, de orden cuadratico: =2

Nota 7: Halley disené un método de convergencia cibica mucho mejor, pero no se usa

porque la tecnologfa actual no lo soporta y los resultados son similares.

Algoritmo 5: NEWTON — RAPHSON - FOURIER

Los datos necesarios son la funcion, su derivada y el intervalo donde se presume la raiz.

ITE-0 < Nﬁ&oipg < s“'/INICIO\ \
s DIEN \ /
¥¢ NV
X o~
y=x= A > IX-YI<EPS > SOL:Y < -
() Sl R
ITE = ITE + 1 [ FIN |

T o] e
T~
’7 NO //// SI NO
= < =
X=X EDNI@?&A CONVERGE

Resulta ineficiente sin una buena aproximacion en un intervalo suficientemente pequefio
y derivable. Ademas, sélo es aplicable si existe la 2* derivada para calculos posteriores.
Serfa un mal criterio de patro el elegido (/x- y/<¢) ya que los x; son préximos (si las

tangentes son paralelas, diverge). A veces es mejor usar uno de estos criterios o incluso ambos:

X, =X |
+1 :
——" <& obien |f(xﬂ)
x
n
Nota 8: La convergencia se ralentiza con raices multiples. Para acelerarla aplicamos esta

otra férmula, siendo £ el grado de la primera derivada que no se anula en la raiz (su multiplicidad)

() _
xX)=0=x=x—-k—=
J(x) o) &(x)

romﬂio Gata Sa/nckez Dégina 1O.-
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Veamos la base grafica del método:
tg(xy) =y = f(x)=(x-x )*f "(x)
v

tg(x,) =y - f(x,)=(x-x,)*f "(x,)

tg(x)) =y - f(x)=(x—x)*f ’(X1)‘/’/

Usa las tangentes a la curva de la funcién para
aproximar a la solucién buscada.

\ Calcula sucesivamente cada x.,, con x.

|
Vo ()= g fxy) = (x = x)* f1(x,)
o S ame g

f,(Xo)

X3 (muy proximo a p)

Deberemos tener en cuenta las siguientes observaciones:

¢ Sien las proximidades de la raiz existe un punto de inflexion, el método diverge.

¢  Cerca de maximos o minimos locales oscila, persistiendo o encontrando pendientes
casi nulas, donde la solucién ofrecida se aleja del area de interés donde estd la solucion.

¢ Un valor inicial cercano a una rafz puede converger a otra raiz muy distante como
consecuencia de pendientes cercanas a cero. Una pendiente nula provoca una division

por cero, porque una tangente horizontal nunca corta al eje de abcisas.

a.- Eleccién del punto inicial de iteracion p,

Si el método puede divergir para algin p,, debemos hacer un analisis grafico, y lanzar el
método de biseccién sobre un intervalo apropiado para obtener un p, que se presuma bueno.

No debe elegirse nunca p, con f’(p,)=0, porque la tangente es una asintota en #g(p,) =0.
Debe elegirse el extremo del intervalo cuyo signo coincida con el de /7 (p), es decir:

L[ s@* s> 0
b f(0)* f()> 0

Nota 9: Este resultado se conoce como Regla de Fourier:

Dégina .- Qosa‘r’io @ata Sa/nclﬁez
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Teorema 6: Regla de Fourier: sea f{x) una funcién continua y 2 veces derivable en /4,b/. Si
sig(fla)) Zsig(f(b)), vy /v f” no anulables en /a,b/, existe una unica raiz f{x)=0 en /a,b]. Y ademas, se
puede garantizar la convergencia del método de Newton tomando como valor inicial p, el

extremo del intervalo en el que la funcién y su segunda derivada tienen el mismo signo.

(<0 e a0
. Po=a | ©E>0 |
i . v RLRL 3 |
} bo a a | ‘
! i YA oreso PO X -~ ' i 0
ao | } i | fl’(p)<o i yau bo f’(D)<O [ }
N\ s ; . f'(p)<0 |
| | PO=a s A
b ! | L i
. P P po=b P

Ejemplo 7: Resolver esta ecuacion:  y=x +x,+x—1 = f(x)=0

f(x)=5x4+3x2+1>0 /Vx = f(x)creciente en (0,1).
Tenemos que: (x, £(x) = { (0, -1), (1, 2), (0’5, 0’328125), (0°25, -0°73339) }.

ez =)
X. = X. _f(Xi—l) 5 X :/ (y)5+(y)3+y—l
i i-1 f'(Xi—l) 1 5*(/) +3*(/) w

XD+ X+ X, —
S5*x] + 3*x1+x1+1

X, =X, —

b.- Convergencia y error:

Podemos definir una sucesion {p,} que converge a p, asf:

pop o hm'pm—_i=
e |p, = B

donde @ es el orden de convergencia (rapidez del método) y A el error asintético / a>0 5 A>0.

n
1
+yeloz’U’ g3={—}—>0 a=1,1=1

romﬂio Gata Sa/nckez Dégina [2.-



Anéhgis‘ Numé‘r’ico ‘ Teoﬁa CUT’S‘O 20006-7

Nota 10: El valor 4, equivale a la velocidad de convergencia del método de Newton. Es de

convergencia cuadratica, dado que el error en una iteracion es el cuadrado del de la anterior.

E :272“1 En l:pn 1_p
o = En+1 = Ei : : ‘ = En+l ~ }\’ * EZ

En = 2’2n En = pn _p‘

2.- Método de la Secante:
, 1++/5 . L
Es un método de orden ¢ = —= =1'6180339 , valor bautizado como Porcidn Aurea.
2

Nota 11: La Porcion Anrea es también conocida como el nimero de oro de la Ciencia (ver

anotacion en tema miscelaneo y anexos).

Aunque es de menor orden que el de Newton, en realidad converge mucho mas rapido
(en la mitad de iteraciones que Newton). Cuenta ademas con la notable ventaja de que nos
permite operar sin conocer la derivada de la funcién en ningin punto.

El miétodo de la secante tiene menor coste computacional que el de Newton y en realidad
equivaldria a un orden de convergencia a@=2’6, porque so6lo necesita la funcién, y no su funcién
derivada.

Por lo demas, este método es idéntico al de Newton usado en la resolucion de ecuaciones
no lineales.

Tiene su base en el hecho de que la derivada de una funcién en un punto es proxima al
cociente incremental (la secante de una funcién).

Si sabemos que la derivada es:

f(x,)=

5

S(x,) = fx,0)

X

n n—1

entonces podemos evitar tratar con la derivada si escribimos p,,; como:

S IL, = o)
S = f(py)

secante a 1 curva en 1 punto

pn+l :pn_

3.- Método “Leap-frog™:

Novisimo, sencillo y pseudo-innovador, aparecié en un simple articulo en la revista SIAM
(‘Society and industry applied Mathematic: “Matematica aplicada para la sociedad y la industria”) en el
ano 2002.

Dégina 13.- Qosa‘r’io @ata Sa/nclﬁez
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Este método es una combinacion entre los de Newton y Secante anteriores, a los que se
aflade un ingenioso calculo que permite “saltarse” soluciones intermedias, cual si se tratase del
salto de una 4gil rana, para acercarse mucho mas rapidamente a una solucion.

Su orden de convergencia es cubico (@=3), pero en contra tiene un elevado coste

computacional que debe sopesarse en problemas de cierta complejidad.

Este es el planteamiento general:

Se trata de obtener un dato de entrada adicional » para cada iteracién. Este dato se logra
mediante un la aplicacion de Newton a un punto inicial p0. Una vez tengamos estas
aproximaciones p0 y  , se utiliza de nuevo el algoritmo de la secante para obtener el préximo

punto solucioén p7.

Do
L )
AT
S BG- ) £2(00)
= p———"——>= - operando -+ = p,+ =
PP B - F(p) per TS BT

£(po)

_ S(p)
J'(py)

pl=p, +

f'(f)o) f[]jo j_f(po)

4.- Método de Horner (valor de un polinomio en punto)
Es un algoritmo recursivo que puede implementarse en varios pasos. Facil de
implementar y poco costoso computacionalmente, sera el usado para calcular fx=p) y f”(x=p).
Este método calcula facilmente el valor de un polinomio en un punto, basaindose en el de

Ruffini para calcular raices de polinomios. Tiene también fundamento en el teorema del resto.

Teorema 7: Teorema del resto: el valor numérico de un polinomio P(x) para x=x,, viene

dado por el resto de la divisiéon de P(x) entre (x - x;).

PE)=(x-%)* Q) TR

De donde se deduce que el polinomio se anula para x=x;;

P(x)=R / x=x,
Nota 12: Un polinomio es un vector, y no una ecuacion. Tiene la forma:
— — n n-1 2
Pn<x)' A_[an3 an—l > an—Z’ L a1 5 aO] = an x + an—l X + + 2‘Z X+ al X+ aO
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El algoritmo de Horner original, o sea, de 1 paso, calcula el valor de un polinomio P,(x)
en un Gnico punto x=p.
Pero también podemos seguir iterando recursivamente, durante una serie de 7 pasos, y

lograremos la siguiente sucesioén de valores:

P'p) P P,ﬁ(p)}
11 2! Tl

Horner,(P,(x = p)) = {Pﬂ ®)» , yeo
Esta sucesion nos permite calcular también facilmente el valor de las sucesivas derivadas
de un polinomio, si se equipara a una funcién, en un punto p.
Si tenemos en cuenta que el método de Ruffini calcula esto:
ax"+a, X"+ Fataxta=(bx" b, X L Fbyxtb) (x-x) b,
calcularemos entonces las raices del polinomio dado y redefiniremos los términos de la solucion,

de esta manera:

a, Ay A 4 A
X, x,b, X,bs X,b, X,b,
a,
a, ceo Ajtxby atxb, a,txb,
1 tx0b,
. b() =
Redefinimos | b, b, , b, b,
P(xy)

Ejemplo 8: Calculemos los valores pertinentes de P;(2) = x’ - 2x* + 2x — 1

1 2 0 2 1
2 2 0 0 4

1 0 0 2 3=P,(2)
2 2 4 8

1 2 4 10=P,’(2)
2 2 8

1 4 12=[P,”(2)]/2! = P,’(2)=12*2
2 2

1 6=[P,”(2)]/3! = Pn’’(2)=6*3!

Veamos ahora el algoritmo con una correccion util.
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Algoritmo 6: HORNER DE 1 PASO

Calcula el valor de un polinomio P, (x) en un punto x=p por el método de Ruffini.
El polinomio debe expresarse como un vector de coeficientes, y no como una ecuacion;

es decir, de este modo:
P.(x): A=[a,,8,,2,5, -+ 53, 3

n > “n-1 5 “n-2 >

(a,x"+a, , x""+.. . +a,x +ax+a)

7N —>FOR (K= 1.N) |
| INICIO |
\ / Y —
TN
i P[K]=A[K] P[K]=A[K]+ X, *P[K-1] \ FIN)
Y Y %
\ PINT /

Algoritmo 7: HORNER DE n PASOS

Calcula, dado un polinomio P,(x), la sucesion de valores siguiente en un punto x=p:

HornerP,(<=p)) = {P,(®), '), B,”(®), P, ®)s--, P (p)}

TN FOR (K=0.N)| [ FOR (T= 1.ITE) - -
| INICIO | M EOR (K= 1N+ 1-T) | [ FOR (8= N.N+ 1-ITE)|
N4 v 4
Y -
P[K] = P[K] / (N-K)!
PIKI=AIK
\4 [KI=ALK] | P[K]=A[K]+ X *P[K-1]
A, N, ITE Y
v v FIN FOR
(FIN FOR}— FIN FOR
FIN FOR N
[ FIN |
_/
Nota 13: Los algoritmos que quedan aqui reflejados ya presentan la correcciéon pertinente a

la divisiéon de factoriales que incomodan las soluciones que son ofrecidas por el método de
Ruffini. Es conveniente no echar al olvido dicha modificacién a la hora de implementar el

método informaticamente.
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Tema 3: Sistemas‘ de ecuaciones lineales

A.- Algebra matricial para sistemas lineales:

1.- Planteamiento de sistemas de ecuaciones lineales:

Segtn su tamafio, los sistemas se dividen en peguerios, con menos de 300 ecuaciones, que
usan métodos directos que resuelven en pocos pasos; y grandes, con métodos iterados que crean
una sucesion de vectores convergente a la solucion, evitando efectos del error de redondeo.

Segun su estructura, se dividen en sistezas llenos, con matriz no dispersa; y sistemas dispersos,

con una matriz dispersa (‘sparce’), por ejemplo, matrices tridiagonales y triangulares.

Def. 15: Compatibilidad de un sistema de ecuaciones: un sistema de ecuaciones es
incompatible si no tiene solucion, compatible determinado si posee una solucién unica y compatible

indeterminado si posee varias soluciones.

Def. 16: Sistema de ecuaciones homogéneo: aquel cuyos términos independientes son

todos nulos.
Def. 17: Sistemas equivalentes: son los sistemas que comparten las mismas soluciones.

Def. 18: Matriz opuesta: la matriz - es la opuesta de A si tiene todos sus elementos

opuestos en el cuerpo de los numeros reales.

Def. 19: Matriz traspuesta: la matriz A" o A’ es la traspuesta de la matriz cuadrada 4 si

se obtiene intercambiando en A las filas por las columnas.

Def. 20: Matriz dispersa o esparcida: la que tiene alto porcentaje de elementos nulos.
Def. 21: Matriz regular: aquella cuya inversa existe.

Def. 22: Matriz singular: aquella que no tiene inversa.

Def. 23: Matriz ortogonal: aquella que tiene inversa y traspuesta coincidentes.

Def. 24: Transformaciones elementales por filas (andlogamente por columnas):

¢ F,: intercambiar las filas /-€¢sima y j-€¢sima
¢  Fy: multiplicar la fila /-ésima por un nimero real no nulo 4
¢ Fu: sumar ala fila /-ésima la fila j-ésima multiplicada por un nimero real no nulo 4

Teorema 8: Al aplicar una transformacién elemental por filas en la matriz ampliada de un

sistema de ecuaciones, obtenemos la matriz ampliada de un sistema equivalente al dado.
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Tratamos de resolver un sistema de ecuaciones planteado de la forma Ax=b, tal que:

p
all al2 .. aln) xl b1 311X1+a12X2+ L+ a,,X, — b1
a2l a22 ... a2n | x2 b2

= , donde: ) ayxtays,t ..t a,x, = b,
anl an2 .. ann ) xn bn B

\ X tax,t ... ta,x, =b,
Pueden tener 0, 1 6 infinitas soluciones segun su linealidad y determinismo. Algunos

sistemas incluso alcanzan solucién manualmente con pocas ecuaciones.

Nota 14: Si /A /#0 entonces el sistema tiene solucién dnica.
Nota 15: El sistema matricial .4Ax=4, se resuelve en MATLAB con la orden
» x=A\b.

Pero en otros lenguajes no se usaran métodos directos de resolucidon, porque requieren
célculos de orden 2n’/3. En estos casos utilizaremos métodos iterativos de convergencia.
Los métodos iterativos buscan aproximaciones progresivas con diferentes estrategias de

calculo, aunque no todos convergen siempre con todos los sistemas que se planteen.

2.- Normas:

Para medir y comparar vectores se usan normas, sobre todo las normas /1, /2y /oo,

Def. 25: Longitud o norma de un vector xx  x=(x, X,, ..., X,)' € R™
n
norma 1: ||X||1 = in|
i=1
; a 2
norma 2 o norma euclidea : ||X||2 = ZX1|
i=1
norma infinito (0): ”X”OO = max|xi|
i=l.n
Def. 26: Norma de Frobenius de una matriz: se define de manera andloga a la norma

euclidea de vector, si consideramos una matriz como un vector de # x # coordenadas:
2
|A]L = [ Zhy| =VerA A
ij

Def. 27: Proximidad: 2 vectores son proximos si la norma de su diferencia es pequefa, o

sea, si los separa una longitud minima:
x,y ER" x=y & |x—y|; <TOLERANCIA.

Ejemplo 9: Para x=(1,-2,-1)', entonces: ||X||1 =4; ||X||2 = JZ; ||X||Oo =2

Def. 28: Convergencia en espacios normados: una sucesién de vectores { # } de un

espacio vectorial normado (17, || ||) converge a un vector »si: ~ lim ||v .- v” =0
k—o0

Qosaﬁo Gata Sa/nc%ez Dégina 18.-



Dégina 10.-

Anéhgis‘ Numé‘r’ico ‘ Teoﬁa CUT’S‘O 20006-7

3.- Caracterizacion de una matriz:
Def. 29: Matriz diagonizable: una matriz cuadrada .4 es diagonizable si existe una matriz

diagonal D semejante a ella. Es decir , con la matriz regular P denominada watriz de paso, tal que:

D=P'AP

Def. 30: Par autovalor-autovector de una matriz: Sean A y X, podemos definir un

nxn

par autovalor-autovector (4,X) de A, (también conocidos como valor propio o caracteristico y vector propio

o caracteristico tespectivamente) < A*X = 4*X | o lo que es lo mismo:

(A-ADX=0 /X #0,

siendo:
QG ey, X
a, Gy .. a x
2 Gy 2 2
A= " X =
anl anZ ann xn
Def. 31: Radio espectral de una matriz: el maximo de sus autovalores en valor absoluto:

p(A)=max{|1| /AE C, A autovalor de A}
Geométricamente, el radio espectral representa el radio del circulo minimo que contiene a

todos los autovalores de la matriz

Ejemplo 10: Para A = (1, 2, 1-i, 1+i), el radio espectral es o(A)=max{1,2,/2,+/2}=2

Def. 32: Polinomio caracteristico de una matriz cuadrada A: polinomio definido por:
p= | A-A1]

Teorema 9: Los autovalores de una matriz son los ceros de la funcién que se construye con

su polinomio caracteristico.

Teorema 10: Matriz diagonizable: Una matriz cuadrada de orden n es diagonalizable si y sélo

si pueden encontrarse n autovectores linealmente independientes.

Def. 33: Norma natural de una matriz cuadrada A__: ||A || = anrT‘lZ(l ||Ax ||

Teorema 11: Si A, = (a;) , entonces:

V3
||A|| = max E ‘au‘
© 9
J=1

1<i<n

Teorema 12: Para una matriz cuadrada A, tenemos que:

Np(A A = ||A||2 y  p(A)< ||A|| /Y| || norma natural.
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Def. 34: Matriz cuadrada A convergente: una matriz cuadrada es convergente si se

cumple que

lim(A¥), =0 /i=1.n;=1.n.

k—o

Esto equivale a decir que su polinomio caracteristico es

p(A)<1 o bien que lim A"x=0 / Vx

n—>0

Teorema 13: Propiedades de la norma de un vector:

/Na€R ,/Vx,yER® (también se cumplen para matrices de orden nxn)
1. |Ix]|= 0, talque ||x||=0<x=(00,...,0)=
lex||=lal*[[x]|

Iyl = [x[l+ ]yl

x|l
=yl =1l [yl

2
3
4 |Ixlle =Ix| |, = n"
5
6. Parald compleja, tenemos que A =a+Bi , [M=q/a® +p°

B.- Planteamiento de los algoritmos iterativos:

Genéricamente, los métodos iterados son wétodos de descomposicion, dado que descomponen
la matriz de coeficientes. Para obtener un buen algoritmo, debemos lograr transformar el sistema
de ecuaciones original en otro con el que poder iterar mas rapidamente en el ordenador.

Existen diversas maneras de llevar a cabo esta transformacion, de manera que esto es lo
que diferencia a los distintos algoritmos iterativos, aunque todos tengan el mismo sistema de
ecuaciones de origen y confluyan a un sistema de ecuaciones equivalente al inicial.

Ax=b = ... »>X=Tx+c

La base de los algoritmos esta en el feorema del Punto Fijo contemplado en el tema anterior,
que consistia en expresar la ecuacion de la forma x= ¢ (x) exigiendo que ¢’(x)<g<T para cualquier
valor x del intervalo donde se busca la solucion.

En el caso de sistemas de ecuaciones lineales, de la forma Ax=h, trataremos de buscar
métodos iterativos de forma analoga a como se hace con las ecuaciones, es decir, transformando
el sistema en otro equivalente de la forma x=F(x), donde F(x)=Mx+N, en la mayoria de los
casos, se trabaja con factorizacion .U de la matriz A.

Evidentemente, la matriz M tendra algunas condiciones segin los conceptos de normas

vectoriales y matriciales, como se exige para avalar la convergencia que ¢’(x)<g<7 en ecuaciones.
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Def. 35: Sistemas de ecuaciones lineal en su componente k~ésima: el que verifica:
* ol * 52 =
F(5¢ ey @, + B, 5 X)) =
% 1 * 2
= O f (X s Xy Xy X 000X, ) B F (N X, X, X 000X, )

Def. 36: Sistema de ecuaciones lineal: el que es lineal en todas sus componentes. Un

sistema lineal puede dividirse de modo que: M=A4 +/B.

Def. 37: Sistema lineal bien condicionado: aquel en el que los errores cometidos en los
datos A y b producen un error del mismo orden en la solucién x; es decir, que un sistema Ax=>5

esta bien condicionado si la solucién exacta apenas diverge de la solucién aproximada.

Def. 38: Numero de condiciéon de una matriz A: K(A): para una matriz regular A,
permite conocer la existencia de un buen condicionamiento del sistema .4x=4. Siendo K una

cota de la norma de la matriz inversa, y las normas multiplicativas, se define como
_ . A
K@=[AIAM < x[[A]l
Teorema 14: Algoritmo iterativos para la aproximacién a una solucién de sistemas de

ecuaciones lineales: /X" & 9, dato inicial:

X® =TX®+c
Este algoritmo converge a la raiz del sistema (0) si:

p(M<1 /¥ X € R

Def. 39: Matriz de Hodamard o de diagonal dominante: una matriz cuadrada 4 de
orden 7, A= (ozﬁ )[,:1’2"”,” es
J=12,..n
¢ de diagonal dominante por filas si: |%'| > 2|¢zl.k , /i=1,2,.,n

k=1, k#i

¢ de diagonal dominante por columnas si: |%~| > Z|a " /i=1,2,...

k=1, ki

b

Teorema 15: Toda matriz diagonal dominante es regular, y admite factorizaciéon LU.
Def. 40: Matriz estrictamente diagonal dominante por filas: < |a,|>>|a,| /j#i, Vi.

Ejemplo 11: A es de diagonal dominante por filas, pero no por columnas:

3 1 1
A=0 2 1
2 -1 5
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C.- Métodos iterados:

1.- Método de Jacobi:

Jacobi descompuso la matriz de coeficientes en 3 componentes diferenciadas, que son su

diagonal principal [D=diagonal), y las partes triangulares superior [U=upper] e inferior [LL= lower].
A=D+L+U.
Tras varias operaciones, el método resulta:
Dx=L+Ux+b = = x=D'I+Ux+D'b.
Esto da lugar a la forma matricial siguiente:
M=D'TA+Ux*"+D'b /k=1,2, ...
y, finalmente, la matriz de Jacobi | queda:
J=D'1+U)=D"'(D-A) =1-D'A
Es decir, que una iteraciéon se calcula:

xO=]x*+D"b /k=1,2, ...
Teorema 16: El método de Jacobi converge si la matriz A es de diagonal dominante.

Siempre que a;#0, este método resuelve la i-ésima ecuacion de Ax=4 para x; en la forma:

n ([ —q.x. b
— gy ] i ;T —
X, = E ( J+— Ji=1.,n
Jj=1 a; a;

J#l

y genera cada x* de la componente x*"

n
(k-1)
b, - Z (a,.jxj )
=1

(ky _ j;-i

para £=7, con

Algoritmo 8: JACOBI ITERATIVO:

N\ ﬁ\/HENTRAS (K<=NMAXﬂ X /)/(/(SI\I\;TOL ,\ SOL. /
| INICIO | =
N Y NOy

FOR (I=1:1:N) K=K+ 1 //*\\

Y ¥ | FIN |

- N

- Z (aij x0)+ b T

X = J#i =4

A,B,N,XO, CONVERGE
TOL,NMAX
FIN FOR() LFIN MIENTRASQ
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2.- Método de Gauss-Seidel:

Con una descomposicién matricial similar a la anterior, este método obtiene esto

xV=D-1)'Us*"+D-1)'b /k=1,2, ...
y define la matriz Gauss-Seidel como

L=D-L)"'U=(A+U)(A+U-A)=I-(A+U)'A=I-(D-L)'A

Es decir, que cada iteracion se calcula con:

MW=L x*"+D'b /k=1,2, ...

Teorema 17: El método Gauss-Seidel converge si A es de diagonal estrictamente dominante

Algoritmo 9: GAUSS-SEIDEL ITERATIVO:

Este método resuelve, con @, #0, 1a 7~ésima ecuacion de Ax=b para x; en la forma

i—1 7
_ </<>)_ ( (k- 1))
b, (ay.x/. Z a,x]

¥ = 7 2 Ji=1.,n
a;
e MIENTRAS (K<=NMAX) T
( INICIO\ ) — T1X-XO| [<TOL 0L

N

- X[.]
A 4 U SI
FOR (I=1:1:N) NOI I

K=K+ 1 N
—Z(ayxj)—Z(aiijj)+b - T
__J= J>i

A,B,N,X0 ¢

CONVERGE
N.XO, LFIN MIENTRASO
TOL,NMAX FIN FOR()

Teorema 18: La sucesion {x*},_  en X®=TX""+; converge al vector xEH', / V" €9,

si || T'|| <7 para toda norma matricial natural.

Ademas se cumplen estas cotas de error:

oo

y

HX «® |T|| H X<0>H

S
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Teorema 19: Teorema de Stein-Rosenberg: si ¢,<0 /i#j, y a,>=1 /i=, .., n, entonces se

satisface una y solamente una de las siguientes afirmaciones:

¢ 0<p(Te) <p(I)<1
¢ 1 <p(I) <pe)
¢ P =p(Te) =0
¢ pI)=pTey =1

Nota 16: Debe escogerse el método, sea Jacobi o Gauss-Seidel, con menor p(T), ya que la

relacién de la rapidez de convergencia con el radio espectral serfa:

[+ = = o[ -

3.- Método generalizado de Jacobi-Gauss-Seidel:

Si unimos la base tedrica de los dos métodos anteriores en una sola fé6rmula, tendrfamos
una generalizacién que nos proporcionaria mejores resultados en cualquier caso. Se toman
simultaineamente x* y x/”, pero con distintos pesos

] 1-0x*"..) v ox®..)

x¥=D -oL) (1 - o)L+Ux*"+D -wL)'b /k=1,2, ...

4.- Métodos SOR (Successive Over-Relaxation):

Los métodos de sobre-relajacion sucesiva (S.O.R.) realizan una descomposicion muy especial.

El sistema Ax=b se perfila ahora asf:
wAx=wb, /w#0, con 0<w<2
Def. 41: Vector residual r de una aproximacion x al sistema Ax=b:
r=b-Ax/x €R"
Teorema 20: Es condicion de convergencia que : @ € (0, 2).
(@D-wL-wU)x=wb = ...=> O-ol)x=(1-w)L+toUxt+twb /k=1,2,...
O sea, multiplican a ambos lados de la ecuaciéon w, de forma que al final les queda esto:
x"=D -wl)'((1 - w)L+oU)x* "+ oD -wl)'b /k=1,2,...
Asi, la matriz del método de SOR, queda: I, =D - wL)'((1 - w)L+wU)
¢ Siw =1, este método se transforma en el de Gauss-Seidel.

¢ Siw >1,ahora es de sobre-relajacion.

¢ Siw <1, entonces es de sub-relajacion.
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Def. 42: Matriz tri-diagonal simétrica: aquella donde a,,,=a; , y el resto de @; nulos.

Nota 17: Para recorrer una matriz simétrica sélo se recorre la diagonal y una parte
triangular. Se usan 2 bucles fon(). Por ejemplo, D+ for i, forj / j=1.i. Sila matriz fuese tri-

diagonal simétrica, sélo se necesita un bucle for() que recorra a;y a;, ;.

Def. 43: Matriz singular: es aquella que tiene diagonal principal no nula. Las matrices no

singulares, se puede alterar permutando filas libremente.

Nota 18: La ordenaciéon de la diagonal de la matriz de coeficientes se hara de modo
decreciente por filas en valor absoluto, tal que en la 1* fila esté el maximo de la 1* columna, y asi
los a; decreceran sucesivamente. No hay que olvidar permutar el vector de la variable

independiente .

Teorema 21: Si A es de diagonal dominante, el método es convergente para w € (0, 1)).

Teorema 22: Si A es simétrica y definida positiva, el método converge para w € (0, 2)).
Algoritmo 10: METODOS ITERATIVOS DE SOBRE-RELAJACION SUCESIVA:

Siempre que a,#0, este método resuelve la /~ésima ecuacion de Ax=4 para x; en la forma:

i—] n
k k-1 k k-1 .
=m0 St Sl )] i
ii

j=1 J>i

MIENTRAS (K<=NMAX) | 1% XOAH Tor
- )—>\ /

\ /

¢ va/
K=K+ 1 7N
* | FIN f‘

| INICIO |

/

X, =( —(n)in + \ _/
i—1 n T
"‘f{bl - 2 (aiixi )_g( O

¢ CONVERGE
AB.N.XO, LFIN MIENTRAS(
TOL,NMAX FIN FOR()
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Tema 4. Sistemas Je ecudciones no |inea|e§

La solucion a un sistema de ecuaciones no lineal tampoco es facil, incluso
computacionalmente. Habra que estudiar distintas maneras, modos iterativos y echar mano de
otros conocimientos alternativos, como por ejemplo, ecuaciones importantes de la Fisica, parte

fundamental de la ciencia Matematica.
A.- Método de Newton global:

Esta vez, Newton plantea un método iterativo para la resoluciéon de problemas donde
deban tenerse en cuenta importantes sistemas de ecuaciones no lineales. Estos sistemas deben

poder escribirse en una forma vectorial AX):
{ fx))=0, o(xy)=0 | = h(xy)=F(xy))+g’(xy)20 /Vxy
h(X)= Zflz (X)X, )= Ff +F 4.+ para n ecuaciones X=(x;,..,x )

Newton, haciendo uso ahora de su faceta de estudioso de la Fisica, calcula la velocidad de

la funcién con », de esta forma:

> __DF(xo)

F(x,)
Podemos definir también 4/ como h=x-X, y haciendo uso del desarrollo de Taylor,

obtenemos que:

0=/()=/x+h)= f(x)=h [(%),

=" s

- x
enz L®)
S(x)
Y, partiendo de x,= X, la aproximacién que se usarfa como valor x, ., para iterar es:

S(x,)

X _RX
n+1 n f ’<X”>

Elijamos la férmula que sea, el método basado en el de Newton-Raphson-Fourier, que

de donde

y por tanto

~

disefia Newton ahora para sistemas de ecuaciones no lineales, calcula en cada iteracion la solucion
a una ecuacion. Se trata de valerse de la posibilidad de iterar sobre si mismo para hallar

sucesivamente las soluciones a todas las ecuaciones.
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Algoritmo 11: NEWTON GLOBAL
N
\( INICIO X0, F, TOL, ITE
\_/ N
o r | FIN |
V=-[F'(X)\ F(X0)] = X0=X1 N
S TNO S
~ \ SOL.
~LHXOPHRO BY > X1=X0+ P[> HED)TOL - ™. APROX. X1
y NO
P :=P/2
Nota 19: Método de aproximacion: Podriamos calcular el minimo de una funcion altura

“h(x)” como: h(X)=f(X)+7(X). Esta funcién debe representarse graficamente con un malleado
suficientemente fino para poder visualizar el minimo de /. En realidad se necesitan métodos

mucho mas rapidos que este para trabajar eficazmente en problemas de gran complejidad.

B.- Método del gradiente o maximo descenso:

El gradiente es un vector que da la direcciéon del maximo ascenso, o descenso si es
negativo, de una funcién en el espacio vectorial.

Con un algoritmo similar al de Newton para sistemas no lineales, plantea un calculo
basado en la ecnacion de la energia de Lyapunov. El cero de esta funcién vectorial que contiene el
sistema de ecuaciones no lineales implicito, esta en un minimo (o0 maximo, si se trata del gradiente
positivo) de dicha ecuacién de la energfa. Esta viene siempre dada en funcién de derivadas
parciales:

—0hx;y)

X0

p=—Vx,)=

Dado que no llega a superar al método de Newton en velocidad, este método sélo se usa
a fin de lograr dar una aproximacién bastante fiable a un método de orden superior. La
diferencia principal con el de Newton estriba en la necesidad de calculos mucho mas complejos.

Cabe advertir también que resulta inherentemente indispensable un ajustado analisis
grafico para acotar suficientemente el intervalo que contiene la raiz buscada. De no realizar este
procedimiento, los calculos pueden centrarse en algin minimo o maximo local; es decir, que el

método puede llegar a divergir bastante de la solucién.
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Algoritmo 12: GRADIENTE O MAXIMO DESCENSO
/;gun;\\ > X0,F, TOL, ITE

\ / / v ’ o
N4 N
- v [ FIN |
P=1 l« | V=—GRAD(H(X0)) < X0=X1 \__/

o T
~ HOXO>HXOM PV XI=X0+ PV | H(XD<TOL ~  APROY. X1

gNO
P :=P/2

Por ejemplo, este es un sistema de ecuaciones no lineal bastante sencillo:

{x+2xy-ysenx—7=0; x-2y+xy-4=0}

Para sistemas no lineales es obligado acercarse iterativamente a una solucién aproximada.
- =0 - — N
£, Xy ovn 5 x,) =0 X = 2 (Xyy Xpy oee 5 Xp)
£y, Xg, -, X)) =0

X, = &(Xy, Xpy ovn 5 Xp)
$ > . >

fn(xla Koy eees Xn.) = O Xq = gn(Xb Koy eee s Xn)

~ J ~ J

C.- Método iterativo del Punto Fijo:

Teorema 23: Sea 4 un conjunto cerrado en R"y G: A=A una funcién continua donde

G -Gyl < L|[xyll » 3 LE[O,1)
entonces G tienen un unico punto fijo p €A, que verifica:

P, €A
Pen :G(Pk) / &£20

Dicho punto fijo converge a p, y ademas se cumple que:

(p=PF) {

L L
= 2l Mo = pial sl =2 /7 %21
Nota 20: La constante L se llama constante de Lipschitz para G.
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Algoritmo 13: PUNTO FIJO ITERATIVO:

x© = (xfo),x;m, ,x(o)) datos

X(/a+1 _gl( z(k)’ @’ . (k))’ Jk>0

D.- Método de Seidel:

Similar al anterior, usa los nodos del mismo orden. Es escalar pero converge mejor.
xX© = (x1(0> xéo) yeens (0)) datos
X = g (0w 50)
X(/é+1) _ gz( (&+1) X;k)’ ,X(/@)

n

A+1 A+1 A+1 £ £k
XD = g (el 0 )

n

A+1 A+1 A+1 A+1 A+1 Y3
XD = g (B0 ) ) ) B s

Ejemplo 12: Resuelve el siguiente sistema de ecuaciones con el método del punto fijo:
3x, —cos(x,x;)— 5 =0

7 = 81(5c, + 0") + sen(x,) +1'06 = 0

107 -3

e+ 20, + =0

Tomamos:
GX)=(g,(x, X,, X3), &(Xy, X5, X3), 25(Xy, X,, X3)), CON
gL = [1,1) y |8gi(x)/8xi| =07281
Por tanto se cumple el teorema del punto fijo para

A=[1,1]"y L =0843

Una funcién G posible serfa la siguiente: (despejando x;=g(x) ... )

1 1
(&) _ (k1) (£-1)
X Ccos\x X +
1 3( ( 2 3 ) 2)

1
() = \/ DY 4 om0 )+ 106 — 01

w):_l g 1073
3
20 3

Y este algoritmo converge a la soluciéon para cualquier

X e [1,1)°
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E.- Método iterativo de Newton:

Def. 44: Matriz jacobiana (de 3 funciones): Sean f,(x, 3, %) , £(0, %) vV f5 (%, ), tres

funciones de tres variables independientes {x;, y, 7}, entonces su matriz jacobiana [(x,,3) es:

9 9% Y

Ox 0Oy 0%

% 9 9

X5 s =\~ <~

I pz)=| 22 o o
9 Y U

Ox 0Oy 0%

Nota 21: Por razones de espacio, construiremos el método de Newton-Raphson en el caso

bidimensional. Consideramos el sistema de vectores {up}, con #=f,(x)) v v=f,(x,)) con

derivadas parciales continuas.

Si usamos la matriz jacobiana, podemos escribir una relacién de la forma:

aﬁ(XO’yO) aﬁ(ij’o)

u—1u, < Ox @/ * X Xy
v—u, afz(xmj’o) afz(xodjo) J= D
Ox Oy

Si escribimos el sistema anterior como funcién vectorial, de la forma "=F(X), nos queda:
AF=] (x,y) AX.

Y entonces podemos, tras varias operaciones, construir la siguiente iteracion del método:
— — -1
P=Py+ AP = P, - J(py, 90) F(Po» 90)

Algoritmo 14: NEWTON PARA SISTEMAS DE ECUACIONES NO LINEALES

F(P0), J(PO) 1 ITE = 0 |« P?MIZXJ” g}%’ < - INICIO |
N
Y

CALCULA AP con N
J(PO)«DP = ~F(P0) > 'AP\' <Ep S SI-——»P=P0+ AP |
X I
NO

- o NO
PO=PO+ AP <« NO— ITI:Z\>\N/1\//I/AX Sl CONVERGE rw\FIN/\
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Tema oF |nte1°po|aci6n po|inomia|

El proceso de ajustar una funcién a un conjunto de puntos dado se llama znterpolar. En el
caso de que queramos conocer el comportamiento de la funcién fuera del intervalo al que
pertenece el conjunto soporte, el proceso se llama extrapolar; es decir, conocer el valor de la

funcién, su tendencia, en algin punto fuera del intervalo conocido.

Def. 45: Conjunto soporte: conjunto de nodos o puntos {x;, x,, ..., x,} sobre los que se

evalia una funcién y= f(x). Tal conjunto es regular si sus nodos estan equiespaciados.

Def. 46: Interpolacién: si aproximamos un conjunto de puntos (x;, ) por los que pasa
una funcién y=f(x) en un conjunto soporte {x.}, por una funcién g(x) que se ajuste a este conjunto,
de modo que g(x;)=y, se dice que la funcién g(x) interpola a f(x) en dicho conjunto soporte. Esta
funcién g(x) debe ser un polinomio, un cociente de polinomios, una funcién trigonométrica, o

alguna expresion similar.
A.- Polinomio de Interpolacion:

La interpolaciéon puede hacerse con una funcién polindémica, de la forma fix)=P, ,(x),
donde f{x) se aproxima por un polinomio en x denominado “polinomio de interpolacion”, que

siempre existe y es tnico.

Teorema 24: Existencia y unicidad del polinomio de interpolacion: dado el conjunto de
nameros reales {x,...,x,} /x,<...<x,, y los #+7 nimeros reales cualesquiera {y,...,),}, existe un

unico polinomio P, (x), tal que P, (x)=y; para /=0,1,...7.

Conocido el polinomio, calculamos las coordenadas deseadas con el método de Horner.
Asi, el calculo del polinomio de interpolacién se harfa:

1) El vector Y de #+7 puntos se aproximaria:
[ Yoo ¥ = P = ax™+a, X"+ ... +ax +a,

P.(®): A=[a,, 2,0, 2., 2, 3)
(2% +a,x" +  Fax’taxta =y,

n n-1 2 —
a,x ta,x +  Fax tax ta=y

n n-1 2 —
\aan+an-1Xn +..4+a2Xn+a1Xn+aO_Yn

2) Al invertir el orden a,x/, es un sistema matricial con los nodos x; y las incognitas a,.
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Podemos construir ahora la siguiente matriz de Vandermonde, para resolver como un

sistema de ecuaciones lineales visto en el tema antetiot.

xg oxi7h L X, i 1 a, Yo
xoxh L x i 1 a, i
i =
x::l—l x::l:ll X1 : 1 A, Vi
xox X, i 1 a, Va
Nota 22: Al introducir la matriz en un sistema informatico, sélo se introduce la penultima

columna, ya que las otras se construyen iterativamente por potenciaciéon de ésta en modo escalar.

Pueden escogerse métodos de interpolaciéon polinomial mas acertados que éste, como
pudieran ser los métodos del Polinonzio interpolante de 1agrange o las férmulas de interpolacién que

definiera Newton, que incluyen a los métodos de diferencias divididas y de diferencias finitas.
B.- Polinomio de Interpolacion de Lagrange:

Este es un método mejor que el anterior. Usa la férmula introducida por Lagrange para
el calculo de polinomios a partir de un nimero de nodos conocidos.

Construimos polinomios que se anulen en todos los puntos conocidos (nodos) menos en
el nodo x. Si los sumamos obtendremos un conjunto de polinomios que construyan un
polinomio de interpolacién en otros nodos no conocidos. El resultado es el polinomio
interpolador de Lagrange que se muestra a continuacion:

D= P9 = L) = g0l o) + 1L 1 (09 +ooF 9L 1)

Con lo que el polinomio interpolador de Lagrange queda:

(x=x)(x—xy)...(x—x,) N (x=x)(x—Xx,)...(x—x,) L

L,(x)=y, (Yo —3,) (X =X, )e (X —X,) (X =X ) (X, =X, ) (X, — X,
oty (x—x)(x—x))...(x—x,)
(x, —=xy)(x, =x,)...(x,—x,_|)
H(x—xj)
Es decir: L,(xX)=, /:Jn

H(xi_xj)

Jj=l.n
El error cometido en la aproximacion de una funcién por el polinomio de Lagrange es:
(N+1)
(= x)(x=x) . (x=x) (e

Ey(X)= f(X)~Ly(X)= T [e=c(X), cela,b]
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Ejemplo 13: Para el conjunto de nodos siguiente, el polinomio de interpolacion es:

x|
114 Lx)=4 (x=1)(x=-2) +4(x+1)(x—2)+7 (x+D(x-1) _ 2
114 (-1-D(-1-2)  A+hHA-2)  Q2+DH2-1)
2.7
Nota 23: Para multiplicar 2 polinomios, podemos implementar una rutina que lo haga

correctamente. Si tenemos los polinomios con sus coeficientes:

Pn(p(b pl’ Tt pn.)*Rm(rO’ rl: L) rn.) = Q m+n(X)

Qo= | 9™ = | - 9™ Im+1— ‘ Gm+2— ‘ 9m+3— ‘ Am+4— ‘
Pofo | Pofi | Pof2 | -+- | Pofm 5 5 5 :
TPt | tPuty | oo | TPy Pitm
TPty | oo | TPolma | TPl Polm
TPstms | TPstmz | TPsma Pstm

TPt | TPslmo | TPt | Palm

Una expresion algoritmica correcta y eficiente serfa:
w=1; s=0; for (i=0..n) w=w(x-x()); // inicializacién
for (=0.n)  { P=y(;
for (=0.n) and (j#0) P=P / (x()x();
S=S+P*w / (x-x(i))
15
S=L,(x)  (*salida*)

C.- Interpolacion de Newton:

1.- Método de las Diferencias Divididas:

Newton ide6 una férmula para calcular un polinomio interpolador que se aproxime a una
serie de nodos de una funcién f desconocida. Este polinomio interpolador de Newton puede
escribirse como:

P, (x)=a,+a,(x-x,) Fa,(x-X) (x-x;) +2;(X-X) (X-X) (x-X,) +... Fa, (x-xX) (x-x)*.. ¥ (x-x, )

Asi, el interpolar la funcién en el término x,, podemos escribir:

J(xo)+a(x—xy)=F,(x)=f(x)
_ S x)— f(xp) -

X=X

f[xl]

y despejamos a; como: a,

Los coeficientes de este polinomio se calculan como diferencias divididas.
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Def. 47: Notacion de diferencia dividida: la diferencia dividida cero de la funcién f con

respecto a x;, se denota por f[x] y es simplemente la evaluacion de f en x;:

flx 1= rex))

Def. 48: Primera diferencia dividida de f con respecto a x; y x,, ¢ f[x;, x,,], donde:
[ ] [Xi+l]_f[xi]
Xz > Xerl
Xiyg T X
Def. 49: La k-ésima diferencia dividida de f con respecto a x;, X, ..., X, €8
[ ] f[xm’ Xjrome z+k] f[ Xiv ""’Xi+k—1]
15X e X 15 X4

Xiop —X;

7+

Visto esto, el polinomio de interpolaciéon anterior puede escribirse como:
P(X)= f[xo]"'f[xo>x1](x_Xo)+f[X0>X1aXz](X_Xo)(X_X1)+"'
ot f[xo 3 X yeey X, ](x - X, )(x - X, )(X —-x, )
Def. 50: Foérmula de diferencia dividida interpolante de Newton:

P(X)= fxo Zf'x0>x1’ X ](x_'xo)(x_'xl)"‘(x_xk—l)

Iterando se construye una tabla con las sucesivas diferencias divididas de una funcién f.

PRIMERAS SEGUNDAS TERCERAS N-ESIMAS N+1-ESIMAS
X f(X) DIFERENCIAS | DIFERENCIAS  DIFERENCIAS ... DIFERENCIAS Y POSTERIORES
DIVIDIDAS DIVIDIDAS DIVIDIDAS DIVIDIDAS | DIF. DIVIDIDAS
X Jxdl ‘
X | Jxi fIXeX] ‘
X, | JIx fIx,%] F1X0:X1, ] ‘
X5 fx4] f [X5,X5] f [X1,X0,X5] f [X,X1,X0,X5] ‘
Xy A=) L 1
Xyt fXas1] 1 0
Nota 24: Obligatoriamente deben reordenarse los nodos segun la cercania al punto en el

cual se desea calcular el valor en f(X), ya que los nodos mas cercanos a X contribuyen mas en la

elaboracion final de f[X], aportando mucha mas informacién que los nodos mas lejanos a X.

Nota 25: El término correspondiente al error para el polinomio integrador de Newton es

igual que el expuesto en el polinomio integrador de Lagrange.

El criterio de paro en el algoritmo de Lagrange es: P, (X)—P(X)<TOL. Si no se

cumple este criterio, son necesarios £ puntos mas para tener P, (X) puntos.
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A continuacion se presenta la forma computacionalmente mas correcta de este algoritmo.

‘ ‘ AQX, X0, S=A0; ( 11 l
| INICIO |—)p TOL, NMAX > P=X-X0 ——» FOR (I=1:1:N)

v

S=S+ AixP;
P=Px(x-xi);

Y

(o)
(e e soixil < s o [ anroro
N

Las diferencias divididas que sirven al calculo del polinomio se calculan por filas,

controlando el error a cada iteracion, usando la recursividad para evitar redundancias.

Nota 26: Sin control del error, calcularemos el polinomio interpolante con todos los nodos.

2.- Método de las Diferencias finitas:
Este método es similar al anterior. Calcula el polinomio a partir de las diferencias finitas de
una funcién en un conjunto soporte regular, o sea, con nodos equiespaciados: x;,,- x,=A.
Def. 51: Notacion de diferencia finita k-ésima de la funcion f con respecto a x;:
ANy, =AAT -y, donde Ay, =y, -

Redefiniendo las diferencias divididas, el polinomio de interpolaciéon anterior se escribe:

A f () X=X
f[XO"Xlﬂ"‘sX,é]:T/élo para t:TO
A A2 A
P (x)= f(x,)+ f(XO) /;('XO);(;_1)+_”+ f( O)z‘(z‘ V.t = (n—1))
Def. 52: Férmula de diferencia finita interpolante de Newton:

? ).,
11<X>=f<xo>+[JAf<xo>+(2jA f<x0>+...+[ JA” J(x0)= Z( jAl S (%)

€Y Hr=1)..(t—(k—1))
con k = /él

Def. 53: Fenémeno de Runge: circunstancia que se da si el conjunto soporte es extenso,
ya que el incremento del nimero de operaciones acumula errores y se pierde precisién en los
extremos. Deben afadirse nodos poco a poco, 2, 4, 8, 16, etcétera, e ir comprobando la bondad
del ajuste del polinomio, empezando por un conjunto inicial minimo. Cuando al afiadir mas

nodos no varie considerablemente la solucion, habremos encontrado la exactitud maxima.
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Teorema 25: Dados #+7 nodos de una funcion f desconocida, y sean L, (x) sus polinomios de

Lagrange para el soporte dadoy £=0, 1, ..., #, se cumple que el polinomio
Py ()= 2las + b6 =20 L) /@ = f(x0) b = f1(3) =2 ) Li(%,)
k=0

verifica que:

Py a(x)=f(x), Y P£;7+1(Xé) :f,(xk)

D.- Nodos de Chébyshev:

Chébyshev estudi6 el 6ptimo espaciado de nodos en el calculo de raices. Con su método,
se eligen los nodos 6ptimos para minimizar el error en la interpolaciéon. Se reduce la complejidad
del calculo al minimizar el grado del polinomio interpolante, y con minima pérdida de precision.

Para f{x)€(0,1), construimos P, (x) con los nodos -1=x,=...<x =<1, que satisface:

J(x)=P,(x)+ E, (),

S
donde la cota de error es: E, (x)=0(x)>=——=
(n+1)!

y el factor QO(x) es: O(x)=(x—x,)...(x—x,)

b

1.- Polinomios de Chébyshev y propiedades:
Para minimizar el término Q(x), se usan los llamados polinonios de Chébyshev, que cumplen

una serie de propiedades. Los 8 primeros de esos polinomios son:

T =1
T, = x
T,(x) =2x-1

T,x) =4x —3x

T,x) =8x'—8x*+ 1

T(x) =16x—-20 X"+ 5 x

To(x) =32x°- 48 x*+ 18 x°- 1
T,x) = 64x - 112x°+ 56 X’ 7 x

PROPIEDAD 1. Relacion de recurrencia:
T = 2xTy,(0) - T(®)  / k=23, ...
PROPIEDAD 2. Coeficiente lider:

En Ty(x), el coeficiente de x™ es 2% /N =1
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PROPIEDAD 3. Simetria:
Si Npar = T (x) = T(x)
St Nimpar = T(x) =-T(x)
PROPIEDAD 4. Representacion trigonométrica en [-1,1]:
Ty (x) = cos(N*arccos(x)) /-1=x=1
PROPIEDAD 5. Ceros simples en [-1,1]:

(2&+1)x

j / £=0,,..,N-1
2N

T\(x) tiene N ceros x, en [-1,1], con: x, =cos (

PROPIEDAD 6. Valores extremos:

I T\®) | <1 /-1<x<1

Chébyshev descubri6 que, para minimizar el factor max{|Q(x)|}, los nodos x, ..., xy

deben ser escogidos de manera que se satisfaga lo siguiente:

— ’TNH (X)
Q(X) - 2N

2.- Nodos de Chébyshev en otros intervalos:
Si debemos obtener una aproximacion P (x) a fx) en /a,b] distinto de [-1,1], hacemos un

cambio de variable paras formular el problema en [-1,1], asi:

b—a b+ a
= +
2

X —da

o bien

t=2 -1

con a<x<by-1<r<l1

b

b—a
Asi, los nodos de Chébyshev correspondientes a T, ,(#) en [-1,1] son:

2k+1
t, =cos £ V4 / £=0,1,..N
‘ 2N +2

De manera que los nodos de interpolaciéon de Chébyshev en /a,b/ son:

- +
xézbzﬂf,e+b2g / k=0,1,..N

E.- Método de Extrapolacion de Richardson:

Richardson ide6 un método de extrapolacién muy util también en problemas ajenos a la
extrapolacién. Construye aproximaciones mejoradas a partir de términos previamente calculados,
reduciendo el término de error, expresado en forma de potencias pares de O(h™).

(Se vera ampliamente en el tema siguiente)
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Teorema 26: Método de aproximacion de Richardson: Supongamos una aproximacion de

orden O(h™) a f’(x,) como D, ,(h), que verifique:

S'(xg) =Dy (h)+ cthk + CthIHZ +...
con lo cual:
Fl(x) =Dy (2h) + 4% p™ + 450 p? 2 4
y entonces podemos construir la siguiente aproximacion mejorada:

2442 4kD/g_1 /7 _D/g_1 2/9 2442
Sv) = Dy + O = 22 =2l 4 ot

Con las aproximaciones de Richardson podemos construir una tabla (por filas) que nos
aporte aproximaciones y un criterio de paro eficaz. Es decir, cuando una aproximacion tenga un

error aceptable, se paran las iteraciones y se acepta ese valor como bueno.

Para el valor /= , tendremos estas formulas segun el error E:

n
Ee0(?) FEeop" Eeou®) Feow)
h T(h)
b
h/2 T(éj 4T(2J—T(/9)
2)  Tw)=
3
By (b (D ~
b 4T — |=-T| — 16T — =T
h/4  T|— ~( b ( j ( j = ( ] ()
i) 13— Fn-—2%—
b b ~(h\ ~h ~(h) =
) 4TU_TU ) 16T()—T(j 3 64T()—T(/y)
h/8 T(gj T(éj: 8 4 T(éjz 4 2 T(/y):z—
8 3 2 15 63

El criterio de paro es:
| T¥(w) - T*"(w)| < TOL = conseguida exactitud deseada.
Si no se logra satisfacer este criterio, se construye otra fila, iterando de nuevo con los

términos anteriores.
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Tema O Ajuste de curvas

Las aplicaciones de las técnicas numéricas a la vida real consisten, a menudo, en ajustar

una curva a una serie de datos experimentales, que generalmente son de dudosa precision.
A.- Minimos cuadrados:

Normalmente, se dispone de una clase de férmulas previamente establecidas con una
serie de parametros llamados coeficientes que hay que ajustar segin los datos del modelo. El

método de los minimos cuadrados mznimiza 1os errores cuadriticos de los calculos.

1.- Tipos de errores:
Def. 54: Desviacion o residuo: Es el error en este tipo de aproximaciones. Puede ser

elevado, y se define como: e, = f(x) —v,, /1=<k=n

Podemos medir la distancia entre la curva y=f(x) y los datos, usando varias normas:

Def. 55: Error maximo: determina si el error en un punto es de gran dimensién.
Def. 56: Error medio: es la media de los valores absolutos de los errores en # puntos.
Def. 57: Error cuadratico medio: considera la naturaleza aleatoria del error.

Error maximo:  E,(f) max{|f — ] t1<E<N,

Error medio: E1(f ! |f( ) il

_NH

1 &
Ezl |f J’k|

i)
f=

Error cuadratico:

Q_

2.- Rectas de regresion en minimos cuadrados:
La recta de regresion pasa cerca, y no sobre, de cada uno de los # puntos dados como
aproximacion lineal de la forma:
y=f(x) = Ax+B
Def. 58: Recta 6ptima o de regresion en el sentido de los minimos cuadrados: la que
minimiza el error E,(f). O sea si minimiza el valor N(E,(f))? valor que equivale a la suma de los

cuadrados de las distancias verticales desde los puntos hasta la recta.

N
z Ax, +B— )/,6)
=1
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Teorema 27: Para el conjunto de los N nodos conocidos (x,),), los coeficientes .4 y B de una
recta de regresion 6ptima en minimos cuadrados y=Ax+B, son la soluciéon del siguiente sistema

lineal, conocido como ecuaciones normales de Gauss:

N N N
Zxkyé :A(ZX2J+B(ZX/€j
=1 =1 =1

iﬂk :A[ix,éj+BN
k=1

k=1

3.- Ajuste exponencial:

A veces, el ajuste de una situacién se modela con una funcién potencial tipo f{x)=Ax""
Teorema 28: Ajuste exponencial: para el conjunto de los N nodos conocidos (x,), el
coeficiente nico A de la curva exponencial 6ptima en minimos cuadrados y°°=A4x", viene dado

por la expresion:

5w
Zxk Vi
_ k=l
A4 =5
oM
Xy

k=1

4.- Ajuste de curvas por linealizaciéon de los datos:
Si vamos a ajustar una curva exponencial de la forma y=Ce™, debemos tomar logatitmos,

y también hacer un cambio de variable y otro de constante, para lograr una relacion lineal.

In(y)=Ax+In(C)

de donde
Y=In(y)
X=x = Y=A4AX+B
B=In(C)

Una vez planteadas y resueltas las ecuaciones normales de Gauss, se hallara el parametro

C de la relacion:

c=¢"

y luego se procede a calcular la recta de regresion para los puntos {(X,,Y)}.
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B.- Interpolacion polinomial a trozos:

1.- Cerchas o ‘splines’:
Una solucion mejor que la interpolacion polinomial es enlazar las graficas de polinomios
de grado bajo S, (x) interpolados entre 2 extremos consecutivos (£, £+1). Se enlazaran en cada

par (X, e ,) las curvas y=5,(x) e y=5,., ,(x), construidas sobre los intervalos [x.,x, /] V [Xei /5%
Nota 27: El ajuste de curvas por trozos se suele lamar ajuste de trazador.
Def. 59: Cercha o curva polinomial a trozos (en ingles, sp/ine):

SE={S(0)}, con S (%) =y, +d, (x=x). con x<x;<...< xy; <Xy, CON X € [x,% ]

Esta técnica debe extenderse a polinomios de grado mayor, porque la cercha lineal,
generalmente discontinua en los nodos pares, y la cuadratica no tienen derivada segunda. Aun

asi, no es aconsejable usar polinomios de grado superior a 3, dada la complejidad de los calculos.

Def. 60: Cercha cuadratica: con un nimero impar 2M-1 de nodos del conjunto soporte

{Xp»X1s- - -sXon }» calcula un polinomio cuadratico en cada subintervalo [x,,, x| pata £=0,..., M-1.

2.- Cerchas cubicas:
Si usamos polinomios cubicos a trozos, garantizamos la derivabilidad, hasta la segunda

derivada, en el intervalo de estudio.
Def. 61: Cercha cubica interpoladora: es la definida por:
S() ={S8e(x) f s con X € [xpxXe/, Y a=mxg <xp < ... <xy; <xy=h
Los N polinomios §,(x) se escriben como coeficientes S, o, S, ;, S;., v 5,5, y las relaciones:
1) S(x) =S, (x) =S, + S (x-xp) + Sk’2(x—xk)2 + Skﬁ(x—xk)3 / X € [x,X4] , k=0..N-1
Indica que S(x) es un polinomio ctbico a trozos
2) Sx) =y, / k=0..N
Significa que S(x) interpola los datos
3) Su(x) = Siii (%) / k=0..N-2
4) Si(x) = Si(®er) / k=0..N-2
3) vy 4) Significan que S(x) es una funcién derivable y con derivada continua.

5) $%(x) = $n(Xe) / k=0 N-2

Indica que la derivada segunda de S(x) también existe y es continua.
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a.- Construccion de una cercha cibica interpoladora:

Cada S| tiene 4 coeficientes (5, , S, Si2, Sy3) desconocidos, y debemos tener un total de
4N condiciones que los identifiquen. La relaciéon 2) proporciona N+1 condiciones, y 3), 4) y 5)
otras N-1 cada una, que suman en conjunto 4N-2 condiciones.

Los 2 grados de libertad restantes se llaman restricciones de extremos, porque involucran
los valores de $7(x) y $7(x).

Como S(x) es un polinomio cubico a trozos, §7(x) es lineal a trozos en [x;,xy]. por tanto,
la férmula de interpolacion lineal de Lagrange lo representa as:

—x,

X=X X
S"(x) =85 (x) = 8" () "+ 5 (0 )
X T X Xiepr T X

" X, Sx<x,,
Usando la notacion: »= 5"(x) y h=x.,-x. tenemos que:

7 m
") = £ (0, —x)+—EE (x = x,), x, Sx<x.,, k=0,.,N-1
£ £

y operando repetidas veces, obtenemos lo siguiente para £=1 .. N-1:
) _ —6(d. — _Jen=
oyt 2b b )y, + by, =u, donde u, =6(d,—d, ) con d, = )
£

b.- Tipos de cerchas cubicas interpoladoras:

La siguiente tabla muestra las restricciones en los extremos para cerchas cibicas:

ESTRATEGIA . ECUACIONES PARA 7, Y 1y

Cercha cubica sujeta: - 3 ”

o =24 -5 G
cercha sujeta : 1) : 7o by (y (40) 2
Espetciﬁca S () y 57 () . my = 3 (' () =dny)— 7 N1
(opcidn Optima si se conocen derivadas) : Nt 2
Cercha cubica natural: (curva relajada)

@ =0 =0
cercha natural h Yo M
. = by (72, — my)
Extrapolar S”(x) a los extremos 10} o b,
cercha extrapolada 5 5 e = — by (P =75 25)
N N-1
bi\'—Z

S”(x) constante cerca de los extremos :

@ - _
cercha parabilica S Mo =M Y My =My
Especifica S”(x) en cada extremo b

(5! =s" =s"
cercha de curvatura P e %)y my (ry)
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Sea cual sea la estrategia escogida (1 a 5) para delimitar los extremos de la cercha,
podemos escribir la primera y la tltima ecuacion (4=7 y £=N) de la resultante anterior, de forma
que las ecuaciones para ,, 7, ... , 7y, sea un sistema lineal tridiagonal HM=1". Estas
ecuaciones vienen dadas por el siguiente sistema de diagonal estrictamente dominante y con

solucion unica:

b, ¢ 74 vy
a, b, ¢, 7, vy
ans by x| 72na NS
an, by \7n, VN2

Una vez calculados {7}, s6lo resta calcular los de la cercha {5} para el trozo S (x):

Se,o =k
bh,(2m, +
S, =d, - i ”Zé6 iy
m
Se,z = ;
m m
5‘ — k+1 £
o2 6h,

Ahora, siendo w=x-x,, y usando S, cuando x, < x=< x,,,, escribimos cada polinomio
cubico S (x) asi para mejorar la eficiencia de calculo:

Si®) = (513w +5) T s) Wty

C.- Series de Fourter y polinomios trigonométricos:

1.- Series de Fourier:
Def. 62: Funcioén periodica: una funcién es periddica si se repite cada cierto intervalo de

entradas, es decir, una funcién f{x) tiene un petriodo psi  f(x+ p)=f(x) /V x

Nota 28: Por convenio, tomamos funciones con p=27 , porque fx)=g(px/27) tiene p=27t.

S &xF2m) = f(x)
Def. 63: Series de Fourier del desarrollo de una funcién: si una funcién fx) con

petiodo 27, es continua a trozos en [-7T, 7], la setie de Fourier S(x) de la funcién f{x) es:

00

S(x)= a?() + Z;‘ (a/. cos( jx)+ b‘/seﬂ(jx)),

=
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donde los coeficientes ay bj del desarrollo en serie de Fourier salen de estas f6rmulas de Euler:
L x)dx [ j=0,1
ai—;Iﬂf(x)cos(/x) )/ j=0,1,...

bi=lj” F)sen(ndd ) j=12,...
Y/

Obtenemos g, por sustitucion en la férmula de Euler para a;, j por su valor en j=0.

Teorema 29: Desatrrollo de una serie de Fourier: si la funcién f{x) anteriormente definida
tiene derivada /’(x) continua a trozos en [-71,7], y tiene derivadas laterales por la izquierda y por
la derecha en cada punto de dicho intervalo, entonces, la serie de Fourier de desarrollo de la

funcién f{x) en el intervalo [T, 7], S(x), converge para Vx & [-71,7] y se verifica ademds que:
S®)=f(x) / VxE[rm] donde f es continua

Ademis, si x=a es un punto de discontinuidad de f, entonces se verifica también que:

S0y = L) . f(a")

Teorema 30: Series de Fourier de desatrollo de cosenos: si la funcion f(x) es par, es decir,
si f(-x)=f(x) /Vx, y tene un periodo 27, y ademais, tanto dicha funcién f como su funcién
derivada f’ son ambas continuas a trozos en x, entonces la serie de Fourier de la funciéon f(x),

S(x), solo tiene los términos de los cosenos:

0

56 =2+ 3 o, cos(),

J=1

donde
1 ¢~ , ‘
aj:—J‘ f(x)cos(jx)dx / j=0,1,...
72'*71'

Teorema 31: Series de Fourier de desarrollo de senos: si f es impat, o lo que es lo mismo,
si f(x)=-f(x) /Vx, y tiene un periodo 27, y tanto f como f” son continuas a trozos en x,

entonces la serie de Fourier de f, S(x), sélo tiene los términos de los senos:

S(x) = %) + i (b/.xen(jx)),

donde
— 1 i ' ; —
b, _;j_” F()sen(jx)de [ j=1.2,...
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2.- Aproximacion mediante polinomios trigonométricos:
Usando lo visto en el desarrollo de las series de Fourier, construimos un método para

aproximar una funcién por polinomios trigonométricos.

Def. 64: Polinomio trigonométrico de grado M: es una serie finita de la forma:

0

T, (x)= % + Z (a/ cos( jx)+ bjfeﬂ(]lx))
=1
Teorema 32: Serie de Fourier discreta: si para {(x, y)} / j= 0,.N, existen N+1 puntos que

cumplen que:

J

27
x =-r+—=—, /[/;j=0]1,...N
N J

y dichos puntos estin equiespaciados, y tomamos sus ordenadas como y=f(x) para f(x)
peridédica de periodo 27, y si 2M<N, entonces existe un polinomio trigonométrico Ty (x) que

minimiza la cantidad
2 (f(x)-Tu(x)’

Los coeficientes de este polinomio se determinan en estas férmulas:
2 &
a, :EZf(x,é)cos(jx,ﬁ) /j=01,...,M
=1

2 & . :
b, =§Zf<xk>m</xk> / =12, M
k=1
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Tema 7: Di}Eerenciacic’m e integracion numerica
A.- Derivacion numeérica:

Para calcular una aproximacién numérica de la detivada f’(x) de una funcién f(x),

S(xth)— f(x)
h

f(x)=lim

h—0
podemos elegir una sucesion {h, } =0 y calcular los términos de la sucesion {D,} dados por:

D, = f(“/y;)_f(x) Jk=12,...

Nota 29: El problema para calcular esta aproximacién estriba en elegir un buen /4, para que

D, convetja a f(x)

1.- Método de las diferencias centradas:
Si f(x) puede evaluarse en un intervalo [4,6] que contenga a x, entonces la mejor férmula

que involucra 2 puntos es la que usa abcisas situadas simétricamente a izquierda y derecha de x.

Teorema 33: Formula centrada de orden #: si para una funcién fx)EC’ en [ab], y

{x-h,x+h} E€Ja,b], entonces:

S(xt+h) = [(x—h)
2h

)= +E,,.(f:h),
—h* (e )
con E, (f.h)= % e O(h?)

donde ¢ = ¢(x) € [ak] en el término del error de truncamiento.

El error total de la maquina se compone de este error de truncamiento mas un inevitable

error de redondeo.

Teorema 34: Formula centrada de orden h* supongamos ahora que una funcién f(x)EC”>

[a,b], y ademids que los nodos { x-2h, x-h, x, x+h, x+2h } € [a,b], entonces ahora nos queda:

— f(x+20)+8 f(x+h)=8 f(x—h)+ f(x—2h)
125

fx)= +E,,.(f:h),

Rt \
con B, (/h)=——1Leop)
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2.- Método de extrapolacion de Richardson:
No es un método de derivacion ni de integracion, sino un método para la obtencion

eficiente de férmulas de mayor orden (con un error menor) unicamente a partir de datos

anteriores.

Y/
Se basa en la sustitucién en f” del término 4 por ? , con #7=0,..., £, de modo que el error
aumente de orden, y por tanto, disminuya de tamano.
D (b) — 4kD,é—l (b) - D,é—l (26)
£

S1(x)=D(h)+E(f,h)  con 4% -1
E,.(f.h) € O0G™)

Veamos el proceso de construccion de la matriz del método de Richardson:

Error € O(h*)

f(x+h)—f(x—h)
b—q D(h)y=—""2 270
h=7a ®) 2h Error € O(h*)
h
h=""" D(h/2)= ch _4D(2j_D(b)
2 )= 3 Error € O(h®)
h h ~( ) ~
ol Dhiay=... o PP L 16D(ZJ—D(}1)
4 D 5)7 3 D(h) = 1 Error € O(h®)
h 4D(bj - D( }’j B 165(@ - B(bj - 645«) — D)
h== D(h/8)=.. 5(/9): 8 4 ﬁ(bj: 4 2) | By =2
8 4 3 2 15 63
1.- Dividimos el intervalo de derivacion [a,b] en n partes suficientemente pequefias, de manera
. b-a
que tengamos:  x;=athi, con h=
n

2.- Entonces podemos construir esta matriz iterativamente, para ir minimizando el término del
error sucesivamente:
2.1.- En cada iteracién, el n° de partes se multiplica por 2 (2n), a la vez que cada
subintervalo se divide por 2 (h/2), con lo que al final tendremos 2'n partes.
2.2.- La matriz se construye por filas, segun sea necesaria mas precision en el calculo.
3.- El criterio de paro es: | T%(p)- T*"*(p) | <TOL - FIN
La férmula de la derivada segunda, a la que también se le puede aplicar Richardson, es:

o w LA DRI b)

e (s0) B, (f, ) €0(h7)

Dégina 47 .- Qosa‘r’io @ata Sa/nclﬁez



Ané‘isig Numérico ‘ Teoﬁa Cuwgo 20006-7

B.- Integracic’)n numeérica:

El célculo de la integral de una funciéon continua f en un intervalo [ab] puede
aproximarse por varios métodos. Algunos se basan en las formulas de Newton—Cites.
Nota 30: En Matlab, se puede integrar una funcion fen (a,6) conla orden  » quad8(‘f’,a,b);

1.- Férmulas de Newton-Cotes:
Basandonos en el método del polinomio de interpolacion de 1agrange, y el conjunto soporte
X={xy, ..., x,}, donde { x,=a, x,=ath,..., x,=a+ih,...,x, = a+tnh = b }, procedemos asi:

Llamamos z(x)=(x- x,) (X- x;)... (X- X,), y entonces los polinomios interpolantes de

N i) s

(b—zj iH(n—=)H(=1)" /

Lagrange quedan:

b

. x ,
y haciendo 7= , tendriamos:

tHt=1)(t—n)
(t=1i)- i (n—i)(=1)""

Por tanto, definimos los coeficientes de Newton-Cotes asi:

L;(x)=

Def. 65: Coeficiente de Newton-Cotes a;:

iL () = -+ h(— 1)Qj @d;

Nota 31: Los coeficientes de Newton-Cétes verifican que a,=a, .

2.- Método del Trapecio:

El area formada por la proyeccion de una funciéon en [a,b] se considera la integral de dicha
funciéon. Si consideramos un trapecio con los puntos maximo y minimo en [a,b], obtendremos el

area total de la funcién en el intervalo como el area del trapecio que se formaria al aproximar la

seccion a la de esta figura: y -
N
AAT S
Al= y  A2=(b—a)max(f(b),f(a)) ,X
b—a ‘ r \/
A=Al+A2= T|f(b) —f(a)|+(b—a)max(f(b),f(a)) /A2
z b X
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b—a
2

Esta basada en la férmula de Newton-Cotes en el caso n=1, donde 4, =4, =

El error cometido viene dado por & =———=-2% _ donde el error ¢ € O(F)

3.- Método del Trapecio compuesto:
Valiéndose de la formulacion anterior, delinea un malleado suficientemente fino en [a,b],
logrando n intervalos infinitesimales; es decir, calcula el area de la funcién integralmente, lo que

equivale a una aproximacion a la integral de la funcion.

bzb_ﬂ con: x;,=a+n*h /
Y/ |
|

a=Xx

X

0

A [ o= }’_T“Uﬂm WACH L VICHRSCN LR CAEIC

b2 h-a)
12

=1
{|f<a>+ SOI+22, /x, } E,(f,))—F, € O[ f”(p>j / peab)
Nota 32: A esta formula se le puede aplicar el método de extrapolacién de Richardson para

refinarla en el término del error.

4.- Regla del Trapecio recursiva:
Def. 66: Sucesion de aproximaciones de la regla del trapecio: a partir de
TO)=(f(@)+f(b))*h/2 (regla del trapecio con incremento h=b-a ),

y para cada J=1, se define

0y,

T(=T(f,h) (regla del trapecio con incremento h = sz

Teorema 35: Regla recursiva del Trapecio: teniendo en cuenta la definicién anterior, la
sucesion {T(])} de aproximaciones dadas por la regla del trapecio viene generada por la férmula

recursiva siguiente para ] = 1,2, ...y {x, = atkh }:

T (] M

T())= )+ /oZ FACT)
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5.- Método del Polinomio:

Calcula el polinomio de interpolacién que se aproxime a f(x) y evalta la integral de P, (x)

como similar a la de f(x).

5 XIZ+1 b bﬂ+l_gn+l
R(X)E[an,...,a“ao]—)j x"dx = =
a n+1 . n+1

b/] +1 h+1
—da

b _ b 5 _
LB(X)dx—;abe dx = il

6.- Método de integracion de Romberg:

Consiste en wusar una aproximaciéon con incrementos h y 2h, manipulando
algebraicamente ambas respuestas para obtener una solucién, de manera que cada nivel de mejora
incrementa el orden del término del error de O(h™) a O(h*").

También puede aplicarse el método de extrapolaciéon de Richardson visto en paginas

antetriores.

Def. 67: Sucesion de aproximaciones de la Regla del Trapecio recursivo: a partir de

R({J,0)=T(0) (regla recursiva del trapecio) y para cada | = 0, 1, ... y J=k, definimos:

4*R(J,k=1)=R(J —1,k-1)

R(J, k)= -

Este método se construye como el de extrapolacion de Richardson, por filas:

J RGO RED O REYREYROA
0 R(0,0) r i : 1

1 | RA,0) R(LD

2 | R20) R RE22)

3 0 RG0) RG1  RG2  RGE3)

4 | R40) RH#1) R#42 RHA3 RHE4

romﬂio Gata Sa/nckez Dégina 50.-



Anéhgis‘ Numé‘r’ico ’ Teoﬁa CUT’S‘O 20006-7

C.- Integracion o cuadratura adaptativa:

La integracién o cuadratura adaptativa trata de manejar problemas donde es necesario un
método que vaya ajustando el incremento de la integraciéon de manera que sea menor en aquellas
porciones de curva en la que aparezcan oscilaciones mas pronunciadas, por ejemplo, el método
de Simpson.

Segun el autor, la integral definida de una funcién puede entenderse o bien como una
suma de incrementos infinitesimales, conformando un area en su conjunto, o bien como la

funcién inversa a la derivada definida.

7.- Método de Simpson:
Se basa en la regla de Simpson y en las formulas de Newton-Cites, por tanto es muy similar a la
del Trapecio compuesto.

Usa los coeficientes de Newton-Cites para n=2, donde

Xy=a, x,=t=——, x,=b.

Teorema 36: Regla de Simpson: Cuando sélo se logran 2 subintervalos en [a,b], se tiene que:

(a0 =4 (@ +4 )+ /)

a—>b

+b
donde 7= gT es el centro de [a,h] y h =

\S}

o lo que es lo mismo, para 2, =a, = , a, =2 3 se tiene que:

[ feye = b%(f(ﬂ) + 4f(”7”’j + f(b)j

El error cometido viene dado por

s ath
UY)eon
E= % /€ € O(h)

Ademas, si f € C'[a,b], entonces existe un punto d, € [a,b] tal que:

b =S(a _ 75 f4>(”]1)
j F O O R
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8.- Regla compuesta de Simpson: (refinamiento)
Con 4 subintervalos en [a,b], se obtiene dividiendo este intervalo en 2 subintervalos de
igual tamafio [a;,b,] vy [ayb,], y un incremento de h/2. Es decir, para n=4 con coeficientes de

Newton-Cotes.

Se aplica la férmula anterior de S(a,b) en cada trozo, donde a,=a, b,=a,=c, b,=b, y ¢, y ¢,

son respectivamente los puntos medios de [a;,b,] y [a,,b,] :

SCarsby )+ S(ansbs ) = (fla )+ 4 )+ JB)+ 2(fla) 440+ F(8)

Ademias, si f € C*[a,,b,], entonces existe un punto d, € [a,,b,] tal que:

B )

b
[, F o) <SCan, by )+ S by ) = 1 * S
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Tema oF DT’oHemag de valor inicial y de contorno.

A.- Introduccion a la ecuacion diferencial:

Las ecuaciones diferenciales definen la evolucién de un sistema en el tiempo. En ellas, la
incognita no es un numero, sino una funciéon definida en un intervalo, y ademads intervienen
como incognitas la propia funcién y una o varias sus derivadas, que dependen del tiempo y la
posicién antetior f(y).

Buscamos el valor de la funcién y=f () que dependa de ciertos pardmetros:

a(?)
1
= = /(1)
dt ’
Nota 33: Las ecuaciones diferenciales son una herramienta importante en las matematicas,

usadas habitualmente para construir modelos matematicos de problemas de la ciencia y la

ingenieria.
Salvo en contadas ocasiones, las ecuaciones en diferencia son de dificil resolucién.

Sabiendo que p, ¢y 7 son funciones continuas en un intervalo ICR, definimos:

Def. 68: Ecuaciones diferenciales de primer orden:  y’+p(?) 9=¢(?)
Def. 69: Ecuaciones diferenciales de segundo orden: y”+p(?) '+4(?) y=n(?)

St r(t)=0 en I, la ecuacién diferencial de segundo orden es homogénea. Si p(t) y q(t) son

constantes en I, dicha ecuacién es de coeficientes constantes.

Def. 70: Problema de Cauchy o del valor inicial: una ecuacion diferencial y=f(y,9),
donde se conoce el valor de la funcién en el instante inicial, esto es, su valor inicial y(#)=c, y

deseamos conocer la evolucion de un sistema desde ese momento. Generalmente £=0.

Los problemas de valor inicial se abordan dividiendo las abcisas del intervalo [4,4] en #
subintervalos equipartitos, con las particiones dadas por
t=atkth [ R=0,1,...,n
Equivale a una grafica de malleado fino, con un paso suficientemente pequefio, por
ejemplo 4=0’01, o bien con # pasos mediante la férmula

h=(b-a)/n

Nota 34: El valor del incremento /4 se llama tamario de paso.
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1.- Método poligonal de Euler:

El método de Euler es de 1 paso, de orden 1, y poco eficiente, ya que al incrementarse el
numero de nodos también lo hace el del error de truncamiento de 1a férmula de Taylor en la que se
basa y el ervor de redondeo. El resultado de unir todos los puntos solucién es una linea quebrada.
Def. 71: Aproximacion de Euler: Si y=f(y,) en [4,2], con y(£)=y,, para % ,=#+h ,y con
i=0,1,.. n-1, definimos y(%,,) =y, =y + b*f(2,)) , entonces:

- ()= ()
f(fi,ﬂ(fi))~—b

Algoritmo 15: ALGORITMO DE EULER
It = F(nt) te [t,]
S(osty) = t,=t +h
SO ti) ® 0+ b f( D45 2) :=01..,71

2.- Método de la serie de Taylor:

Teorema 37: Formula de Taylor de 1 variable:

ERROR

p ) 51' )
f(X+5)=Zf”(X)*7+f’” M(ar)*

n+1

TEDTREARARARA

Teorema 38: Teorema de Taylor para diferenciales: para y(AEC""'[£,4] con desarrollo de

Taylor de orden n alrededor de un punto =4 €| #,4] dado por:
n+1
Mt +h)= )+ h*T,(t,91,) + OB")

/)
2 ¢ _ . _
Tt )=S0, con = 7, o)
PRV
Teorema 39: Regla de la cadena para derivar una funcién de 2 variables:

0 0 ~ - 0 0
f'(x,y)Zéf'(XHéf'U) > ) =PI S, 5, con P=(5+f@j

La férmula del método de Taylor queda numéricamente asi:

d b
T
3 !

A0 A
+ =2+

Jer1t = e +d1/7+? +O(bﬂ+l)

siendo di =)//)(z‘,<) / j=12,.,n encadapaso £=0,1,..,n-1
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3.- Métodos de Runge-Kutta:

Se construyen a partir del método de Taylor de orden 7, con un error de orden 7 +1, sin
evaluar derivadas parciales, y evaluando a cada paso la funcién en varios puntos.

Usaremos #=4, denotado RK4, ya que es estable, preciso y facil de programar. Calcula la

aproximacion y,, asi:

ke =h* f(te, )
ky=h*f(t, +ah, y, +bk)

ky=h* f(t,+ayh, y, + bk +bk,)
k,=h* f(t, v+ah, y, +bk, +bk,+bk,)

Dent = Dtk Tk, ik, R,

Emparejando con Taylor, y tras algunas operaciones ...

k= [0, 00)
h h

h b

£, f([é +E’J’/e, +Ef2j

k, =f(z‘/€ +h,, +3f3)

£
bk, +2k, + 2k, +£,) |

6

yéﬂ :.yk. +

4.- Control del error con métodos de Runge-Kutta-Fehlberg (RKF):
El error de truncamiento local 7, relacionado con el error global de un método de
diferencia, puede usarse ventajosamente para aproximar el tamafio de paso 6ptimo para controlar

el error global. Se considera el error de truncamiento si reemplazamos 4 por ¢*h, con ¢>>0, y

acotado superiormente, donde:

n

7,.(qh) z’é(q/])” = q”(’é/gﬂ) ~ q/y (jm _J/m)

Para acotar T con la tolerancia admitida (€), escogemos ¢ tal que se cumpla:

&h
|jz+1 - J’z‘+1|

Tin (q/y)| <¢, que finalmente queda: ¢<,

% Jin _J/;'+1| ~

Presentado en 1970 por Erwin Fehlberg, el método RKF consiste en proporcionarle al

método de Runge-Kutta un error de truncamiento local de orden 5.

- 16 6656 28,561 9 2
]k+1:.)/k+135/é1+ ky +

—k t+t—k ,
12,825 ° 56,430 © 50 ° 55 °

para estimar el error local en el método de Runge-Kutta de orden 4:

2
5 +l408/é+2197/é_1

=y, + £
Jer1 = I 216 25650

4101 " 577
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Donde en cada iteraciéon se calculan los siguientes 6 valores:
ky=h*f(te, 9,)

bomse s

4
ky=h*f z‘k+§b,yk +%13+%j

bomb Z‘é+%b,]/€+1932k1—7i(1)(9)§2+7296k3j
ke=b* flt,+h,y, +%,€zl —8/é2+%/é3—%é4j
ky=h*f tk+§,yk +2%,é1 + 2k, —zzzik3+§33k4 —%ksj

El tamafio de paso 6ptimo ¢ se determina en la practica de otra manera, para que valga la
pena el incremento del costo.
Debido al alto costo computacional, en realidad se tiende a elegir un valor de g

conservador. Para el método RKF con n=4, la eleccién usual es, de hecho, la siguiente:

g=i - o095, L
2|J’/+1 _)’/+1| |]/+1 _]/+1|

El valor de g determinado en el i-ésimo paso, se usa con dos propositos diferentes:
1) para rechazar la eleccion inicial 4 en el paso si es necesario, y recalcular usando ¢*5, y

2) para predecir una eleccion inicial 4 suficientemente ajustadapara el paso siguiente /+7.

B.- Métodos multipaso:

Frente a los métodos anteriores, conocidos como zétodos de 1 paso, se colocan los métodos
multipaso. La diferencia estriba en lo siguiente:

Los miétodos monopaso involucran informacion de uno de los puntos de red anteriores t; en
la aproximacién para un punto de red t,,, y no retienen tal informaciéon para aproximaciones
futuras. Consecuentemente, toda la informacién utilizada por esos métodos se obtiene dentro
del intervalo en el cual se esta aproximando la solucién.

Los meétodos multipaso, por el contrario, abarcan aproximaciones en mas de un punto de
red anterior a t,,, para determinar la aproximacién en dicho punto.

Los métodos multipaso son también conocidos como métodos de prediccion-correccion o

predictor-corrector.

romﬂio Gata Sa/nc%ez Dégina 56.-



Andhgis‘ Numé‘r’ico Teowfa Curgo 20006-7

5.- Método de Gragg de 2 pasos de orden 2:

Realiza los calculos invocando al método de Euler y también basandose en el método del
punto medio para la expansion del error. Para el problema del valor inicial { y=f(t,y) ; y@)=a ;
/a<t<b } el método de Gragg inicialmente propone este esquema:

Do =
9 = 9 HhE ft, ) —2eal s inyocando método de Euler

Vi =V T20%* f(2,,9,) ——————> basado en el método del Punto medio

6.- Método de Gragg extrapolado:
Ahora se incorpora la técnica de extrapolacion expuesta en capitulos anteriores al
esquema de diferencia de Gragg planteado originariamente para obtener un procedimiento de

extrapolacion. Asi logra férmulas de mayor orden (con un error menor) desde datos anteriores.

Jin = S(t+hy)

2 2
—h
J2i =f@+h) J’z,zzw
/70 _/71
_ /712)/31 _b22J/2,1 /95)/32 _b22)/2,2
Js1 = J(E+h,) 3.2 :W Js3 :W

C.- Problemas de contorno:

Un problema de contorno es un problema de valor de frontera para ecuaciones diferenciales
ordinarias. Hstos problemas involucran una ecuacién diferencial de segundo orden de la forma

{7=Atyy), /a<t<b } junto con las condiciones de frontera y(a)=c , y(b)=0.

Teorema 40: Problema de contorno: si la funcién f en el problema de valor de frontera

U7=Atyy), /a<t<b |, y@=a, yb)=P}y 0Of/0yAdf/0y' son continuas en el conjunto

D={(ty,y), /a<t<bh,-0< y<oo, -0< y'<oo, }, ysise cumple que:

0 , '
1.- al(z‘,y,y)>0 /N(t,y,9))eD, vy
7y

0
2.- Existe una constante M con a—f,(f,y,y') <M /¥(¢,y,))eD,
7

entonces el problema de contorno tiene una unica solucién.
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Def. 72: Problema lineal de contorno: problema de contorno con la ecuacién diferencial

lineal, o sea, cuando puede expresarse en la forma f(x, y, y") = p(x) y" +g(x) y +r(x)

Teorema 41: Problema lineal de contorno: suponiendo que la funcién f en el problema
lineal de contorno { y"" = p(#) y' +q() y+r(t),a<t<b, y(a)=a, y(b)=f } satisface que p, gy r

son continuas en [,4], y ¢(>0 en [4,4], entonces tiene una solucién unica.

Para aproximar la solucién unica, se consideran 2 problemas de valor inicial especiales:
1- y"=p) ) +q(t) y+r(t), a<t<b, y(a)=a, y'(a)=0, con solucién y, ,
20 y'=p1)y' +q(t)y, a<t<b, y(a)=0, y'(a)=1, con solucién y,,

entonces la solucién al problema inicial vendra dada por:
B—.(b) y
22(b)

Este tipo de problema se suele solucionar con étodos de disparo o tanteo, que disparan en a

()= 3,(1)+ ().

2 aproximaciones hasta que llegaa b: y(a)=a y y'(b)=f
El miétodo de disparo lineal esta basado en este reemplazo del problema de contorno por
estos 2 problemas de valor inicial.
Ahora planteamos el sistema de ecuaciones diferenciales:
{ @) = ud + Co(D); y”=u”() + C@) }, dedonde, sustituyendo:
Y =p% F gtutr+ CPW + gf) = pRy g+
[y =pra+ Co¥uy y=gru+ gty
Y(a) = u(a) + Cv(a) = a+ 0=
YO =ul) + Coly =g = C=[p-ub)] /] vb)

Nota 35: Calcular u(b) y v(b) por RK, y obtener el valor de C, que es una constante.

La solucion general es:

v(#)

N ()
=)+

o lo que es lo mismo
() =u(t)+Cw(2)

y para la derivada

Y= )+ o0
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Tema

A.- Notas de conocimientos utiles:

1.- Binomio de Newton

(a+b)" =Zn“@*a” *p |—>('sz
T\ i i

2.- Formula de Taylor de 1 variable:

ERROR

NARICIE

bﬂ+1
(n+1)!

f(x+6)= Zf”( >*

3.- Formula de Taylor de 2 variables:

Ox

~ )+

CUT’S‘O 7006—7

n!

i1%(n—i)!

5% ()

f(x+5,y+r)zzﬁ:f(x.;y> *(af(x’y) *5+—8f(g,y) *’[J
- 7! y

4.- Polinomio de Taylor:

5.- Relaciones logaritmicas:

*h=
lga*b=1ga+1gh g0 =0
1g§ —lga—lgh 1g1=0
looco=
lgd’ =b*1ga gOO/ %
lg a =b
lg b=xa™ =b 5.4

Dégina 50.-
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6.- Relaciones trigonométricas:

(@ -
b)) -
) = A

) »{

Grados | 0O 30 45 60 90
Radianes | 0 /6 /4 n/3 | w/2
Cos 0 12 22 B2 1
Sen 1 VB2 22 12 0
tg 0 33 1 V3 oo
X l—cosx
Senzzwa
sen” x+cos’ x =1
X 1+ cosx
cos =, [———
2 2
* +
sen x £sen y = 2sen ij*cos )
X+ y X =19
cos x +cos y = 2cos 5 * cos
X+ X =
cos x —cos y = 2sen 5 sen
sen(x * y)=senx *cos y*cosx *sen y
_ . - . gxt )=
cos(x* y)=cosx *cos y+senx *sen y

7.- Normas vectoriales:

LLas normas vectoriales miden la distancia (al error) entre 2 vectores.

(a) norma euclidea (longitud real) : ||x||2 = w/xf +..+xf

Nota 36:

(b) norma infinita: ||x||w = max, , xi|

(c) criterio _ paro: ||pk —p,H” <tol = fin

Usaremos las normas equivalentes (a) y (b) como criterios de paro (c).

8.- Phi: Numero de oro de la Ciencia:

Phi, considerado nimero mas bello del universo, responde a la razén

Cuwgo 7006—7

tox ftg y
I+tgx*tg y

=1'618034 .

Revela una Porcion Anrea. Es muy importante en la Arquitectura, la Astronomia, etcétera.

Tiene un papel basico en cuanto a molde constructivo de la Naturaleza. Ia famosa serie de

Fibonacei se obtiene sumando los dos numeros precedentes; pero también los cocientes de los

precedentes forman una progresion que tiende a Phi.

Nota 37:

Ver anexo 4 sobre el namero Phi.
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B.- Formulas de derivadas e integrales sencillas

FUNCION DERIVADA FUNCION INTEGRAL
krf o @ kS Y - LR AN
n+1
feg & [l@*g § & Inf
ftg & [f'txg e/ * f! & e
;
f*g & [frg+frg a'*f F lg—
na
f*g-f*g S
% & = 0 T tn(f +y77+1)
f’
fn @ n*f!*fn—l f2_1 @ ll’l(f'l‘ [fz_l)
" o g ¥
g, f @ % a E atx
a' o JS'*al ¥lna S & Inf
/ f
SE & g* g/ *n f+ frxg* fe cos(a+b*x) & xeﬂ(a-[:b*x)
sen f &~ f'*cos f V1+cosx & V1+cosx
cos f &>  — f'*sen f cxAl+x2 & 3*31’(x2+1)2
taf = fz =f'+f*tg2f Inx &> x*lnx—x
cos” f
/! cosx x
& T &= —tg—
aresen / W 1+cosx Y 2
arccos [ (&~ _%? vln% & % In’ x
S x oo
arctg f &= e ooy = 5 2x°+3
—y 1
arccosec f (&~ ﬁ\/f—ifz ——(er2) &= arcsen(x;-z)
f’ sen 2x 1
arcsee/ & FH1=f? (1+ cos 2x)? & 2% (1+cos 2x)
arctg f e _f2 ¥ sen & e"senx—e” cosx
1- f 2
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C.- Notas de utilidad para los ejercicios

1.- Problema de la esfera.

En una esfera de radio R, con densidad p, : Prar

calcular el volumen de esfera que se hunde en el \ / \

agua (masa de agua que desplaza al hundirse).

\ 7 \
E.g: R=20cm; p=0,61 (madera de pino) J \‘\_”_,/»/ \‘\__

La solucion se calcula con:
p’ =3Rp> +4R’p =0
2.- Introduccion de flags para simular un debugger.

Cada x lineas se deben introducir flags (valores “bandera” de las variables y principales
funciones), para prever posibles fallos y medir el tiempo con fines comparativos o para que se
delaten cuellos de botella (operaciones que ocupen en exceso el procesador).

En Matlab es muy facil; sélo hay que escribir la lista de variables separadas por comas, y

su valor se visualiza automaticamente. jOjo con funciones que alteren el valor de las entradas!
3.- Indicar la potenciacion de matrices en Matlab.

Matlab no hace potencias directas de matrices, y debe indicarsele que potencie cada
elemento con la notaciéon punto tras el sigho que cierre la matriz. E.g.: problema de la esfera:

y = (x.73) - 3*02%(x.72) + 4 *(0273)*0°61 = 0 ;
4.- Sumar n numeros eficientemente.

Tomamos 2* nimeros (completar sumando 0 hasta tal cantidad, si es necesario), debemos

hacerlo de manera decreciente para minimizar el error de calculo.
5.- Restar 2 nimeros muy préximos.

Para restar 2 nimeros proximos debemos sumar y restar dicha resta por su conjugado.
[(a-b)*(a+b)/(atDb)].
6.- Matrices inversas en Matlab.

Las matrices inversas son muy caras computacionalmente, pero en Matlab se resuelven

con facilidad si se plantean como este sistema de ecuaciones:

3
X = A"*h, con n’ operaciones, se reduce en Matlaba X=A\b / % operaciones.
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7.- Adecuar calculos.

Hay que evitar calculos excesivos, porque llevan a errores que se potencian cada iteracion.
Igualmente deben evitarse las derivadas numéricas, que dan inestabilidad a los métodos.

Al tratar con nimeros muy pequefios, por ejemplo, cuando se controla el error, debemos
usar logaritmos.

log,,10™ = -n,
O sea que:
x=a*10" = log,a*10™ =b
habra E[b] cifras exactas como minimo, donde E[b] es la funcién parte entera de b.

| In|E

n+l|

 hE,

n+l

|:> o~ 102‘:’310|E
lOg10|E'n

log10|En+l ~log ¥ A+a* 1Oglo|E

n+l

8.- Formulas de resoluciéon de ecuaciones matematicas.

Desde la existencia de Pitdgoras (S. III A.C.), y mas, desde el imperio babilénico, tienen
soluciones con pequenas férmulas las ecuaciones como:

2x+1=0; 6 x+x-7=0

Delferro, Tartaglia y Cardan encontraron las raices de ecuaciones de tercer grado, y desde
1540, se conoce la solucion para ecuaciones de cuarto grado, como los tipos:

X+x—-x+7=0 6 x*+x-2=0;
Pero otras de tipo complejo o de grado superior, no tienen solucion facil, como estas:
sen’x + 2x - 7x° + €= 0;

La resolucién de ecuaciones de grado superiror a 4 habia sido estudiada en serio por
Tschirnhaus , Euler , Bézout , Vandermonde , Edward Waring y Lagrange, entre otros. Pero fue
Abel, matematico del S.XIX, quien demostré que para ecuaciones de grado superior a 4 no
existen formulas simbolicas (Aritmética exacta), sino que se usan solo métodos numéricos
aproximados (Aritmética finita).

Galois, antes de morir, deja sus trabajos a un amigo, que se los entrega a Gauss, y es Gauss
quien termina sus investigaciones. Gauss murié en 1855, pero ya habia escrito una tesis titulada

“Tesis fundamental del A’{gebm”, donde demostré que una ecuacion de grado 7 tiene 7 raices.
9.- Descubrimiento de las Derivadas y las Integrales.

Newton, estudioso de la Fisica como rama de la Matematica, define derivadas o fusiones,

para calcular velocidad y aceleracion, y luego define integrales o cuadraturas para calcular el Trabayo.
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