Ejercicios de Ecuaciones Diferenciales con Matlab:

Sistemas de ecuaciones diferenciales

15 de abril de 2009

1. Un circuito eléctrico RLC estd modelado por la ecuacién (oscilador arménico)

a2Q(t) +RdQ(t) N Q) _ Et), (1)

L
dt? dt C

donde R es la resistencia, L es la inductancia de la bobina, C la capacidad del condensador que almacena
una carga Q(t) y E(t) una fuente de tensién que produce una intensidad I(t).

a)

Probar que la ecuacién anterior se puede escribir como
Qt) = I(t),
{ {t) = 1(t) @

donde a y b son constantes.

Supongamos que la resistencia y la tensién son nulas E(t) = R = 0 (oscilador arménico no amortigua-
do). Hallar la solucién general y el periodo de las soluciones. Para a = 1,2, dibujar las trayectorias
y la 6rbitas correspondientes a las condiciones iniciales (Q(0) = 1,1(0) =0) y (Q(0) =0,1(0) =1).
., Cémo varian la amplitud y la frecuencia de las soluciones? ;Qué tipo de configuracién presenta la
solucién de equilibrio?

Supongamos que la la tensién es nula E(t) = 0 (oscilador arménico amortiguado). Hallar la solucién
general cuando b > a (oscilador sobreamortiguado), b = a (oscilador criticamente amortiguado) y
b < a (oscilador subamortiguado). ;Qué ocurre en este tltimo caso cuando R — 0?7 Paraa = 1y
b=2,a=b=1,a=2yb=1dibujar las trayectorias y la érbitas correspondientes a las condiciones
iniciales (Q(0) = 1,1(0) =0) y (Q(0) =0,I(0) = 1). ;Qué tipo de configuracién presenta la solucién
de equilibrio en cada uno de los casos?

En el caso b =1 < a = 2 (oscilador subamortiguado) integrar numéricamente el sistema, usando los
comandos de Matlab, en el intervalo [0, 6—\/%] para (Q(0) = 1,1(0) =0). ;En qué valores la carga Q(t)
alcanza los valores maximos?

Supongamos que F(t) = Fycos(wt) (oscilaciones forzadas) y b < a. Hallar la solucién general. Para
a=2,b=1, Fy =1y w = 2 dibujar las trayectorias y las 6rbitas correspondientes a las condiciones
iniciales (Q(0) = 1,1(0) = 0) y (Q(0) = 10,1(0) = 10). Dibujar algunas soluciones, comprobando
el crecimiento de la amplitud de las oscilaciones, para valores de b y w préximos a los valores de
resonancia. Si F(t) = e~ cos(wt), jse produce resonancia?



2. La ecuacién de Duffing

mi + ci + kx + a3 = 0,

es un modelo de un sistema masa-resorte no lineal y no forzado.

a)

b)

d)

(Existe algin valor de los pardmetros para los que el sistema anterior es un sistema hamiltoniano?
En caso afirmativo encontrar la funcién hamiltoniana H(x,y).

Consideremos el caso en el que k = 16, y [ = 4. Calcular los puntos de equilibrio y clasificarlos.
Usando el ordenador obtener el plano de fases correspondientes a diversas soluciones con diferentes
constantes de amortiguacion, ¢ = 0 (caso no amortiguado) y ¢ = 1.4 (caso amortiguado). Para dichas
orbitas dibuja los diagramas t frente a z, asi como ¢ frente a y. ;Qué diferencias observas entre el
caso no amortiguado y el caso amortiguado?

Hacer lo mismo para el caso en el que k = 16, y [ = —4. ;Existen 6rbitas heteroclinas conectando
dos equilibrios? Dibujar las variedades estables e inestables de los equilibrios tipo silla. Dibujar las
curvas de nivel H(z,y) = 15y H(x,y) = 16.

Considerar por ultimo el caso en el que k = —1, y [ = 1. Encontrar y clasificar todos los puntos de
equilibrio para cada uno de los casos ¢ =0, y ¢ = 1. {En qué caso existen orbitas homoclinas?

3. La ecuacién del péndulo simple, sometido a la fuerza de la gravedad y despreciando la masa de la varilla
frente a la masa total del mismo, viene dada por

mli = —cld — mgsen(x),

donde m > 0 representa la masa, [ > 0 la longitud del péndulo, g > 0 la aceleracion de la gravedad y c el
coeficiente de rozamiento.

)

b)

Probar, mediante un cambio de variable adecuado, que la ecuacién anterior se puede escribir como

{ =y,
Y= —py — sen(z).

Suponiendo que pu = 0, es decir prescindimos de los efectos provocados por el rozamiento (caso no
disipativo), hallar los puntos de equilibrio y la ecuacién de las érbitas en el plano de fases. Dibujar
las érbitas en el rectangulo [—3m, 37]x[—3, 3] utilizando las curvas de nivel de la funcién energia con
valores entre 0 y 4. Analizar los distintos tipos de movimiento. En el caso de soluciones periédicas,
Jdependen su amplitud y periodo de las condiciones iniciales? ;A que tiende el periodo de la solucién
con condiciones iniciales (zg,0) cuando hacemos tender zg — 7?

Suponiendo que = 1 > 0, es decir consideramos los efectos provocados por el rozamiento (caso
disipativo) representa varias soluciones en el plano de fases, analizando la configuracién de los distintos
tipos de equilibrios presentes. Integra numéricamente la solucién de la ecuacién con condicion inicial
(2(0),y(0)) = (0,10) y representa en una grafica la perdida de energia con el tiempo. {Que ocurre
cuando aumenta el coeficiente de rozamiento (tomar p = 3)7



4. El sistema de ecuaciones diferenciales:
L 3
T=pxr—y—x°,
Yy=x,
es denominado sistema de Van der Pol, el cual surge en el estudio de circuitos con semiconductores no
lineales, donde x representa la intensidad e y la carga.

a) Variando el pardmetro p, en el intervalo (0,5), encuentra y clasifica los distintos tipos de puntos de
equilibrio que existen.

b) ;jPara qué valor del pardmetro p se produce una bifurcacién de Hopf? Para p = 1, averiguar la
estabilidad y el periodo de las orbitas periddicas existentes. Dibuja la trayectoria y la 6rbita cor-
respondiente a la condicién inicial z(0) = 0, y(0) = 0,2. Obtener también el diagrama de ambas
componentes x,y frente al tiempo t. ;Qué ocurre con esta curva solucién cuando ¢t — oco?

5. Consideremos el sistema de ecuaciones diferenciales:

=21 —y+ 3(z? — y?) + 2zy,
y=1a—3y—3(z*—y?) + Azy,
donde A es un pardmetro con A € [2.5 3.5].

a) Describir las bifurcaciones que se presentan cuando variamos A. Estudiar en cada caso los equilibrios
y érbitas periddicas presentes, asi como su estabilidad y dibujar el plano de fases.

b) ;Cémo desaparece, al aumentar el valor del pardmetro A, el ciclo limite existente para A=37 ;Entre
qué valores de los pardmetros (con error menor que una décima) ocurre una bifurcacién homoclina?

6. Consideremos el sistema de Lorenz:

z=o(y—x),
y=pr—y— 2z,
Z=—pz+zy,

donde o, p y [ son constantes reales positivas.

a) Calcular los equilibrios del sistema y hallar la estabilidad del origen. ;Que bifurcacién experimenta
el origen al pasar por el valor p = 17

8
b) Siendo ¢ = 10, § = - y p = 28 obtener, en el intervalo [0,40], las soluciones correspondientes a

las condiciones iniciales en ¢ = 0 dadas por (5,5,30) y (5.001,5,30). Para observar la dependencia
sensible de las soluciones del sistema con respecto a las condiciones iniciales, representar ¢ frente a
x, y 6 z para ambas soluciones.

¢) Investigar el comportamiento del sistema dado con los valores de o y ( del apartado anterior, y
p=08p=1 p=20.



Soluciones

SOLUCION PROBLEMA 1

Om s

:

Figura 1: Esquema de un circuito eléctrico RLC

En la figura 1 vemos una representacién estandar de un circuito RLC, modelado por la ecuacién diferencial
de segundo orden con coeficientes constantes (1). Estamos interesados en conocer la carga Q(t) y la intensidad
I(t) en cualquier instante.

La ecuacién diferencial (1) modela también las oscilaciones horizontales del sistema mecénico compuesto
por un objeto de masa m, conectado a una pared mediante un resorte o muelle (de constante k > 0 que
mide la rigidez del muelle), que se mueve sobre una superficie que opone una resistencia (de constante ¢ > 0
dependiendo del medio o mecanismo de amortiguacion) al desplazamiento z(t), debida al rozamiento. En este
caso la ecuacidn, para hallar la posicién del objeto z(t) y su velocidad Z(t), seria

mi(t) + ci(t) + kx(t) = E(t), (3)
donde E(t) es una fuerza externa que se aplica al objeto.

a) Dividiendo la ecuacién (1) por L se llega a

Q) +2bQ(t) + a?Q(t) = F(t), (4)

E
donde b = % >0, a=(LC)"Y2>0 y F@)= % > 0. Introduciendo la variable I(t), dado que

I(t) = Q(t), se obtiene el sistema de ecuaciones diferenciales de primer orden (2) del apartado (a)

{Q®=I@,
I(t) = F(t) — 2bI(t) — a®>Q(t).

Teniendo en cuenta la relacién existente entre los coeficientes de las ecuaciones (1) y (3), los valores de las
c k Bt
constantes en el sistema mecénicoson b= -—>0,a=4/—>0 y F(t)= 20} >0
2m m m



b) Si suponemos que las oscilaciones son libres y no amortiguadas, es decir en el circuito la tensién y la
resistencia son nulas (en el sistema mecdnico no se aplica fuerza externa sobre el objeto de masa m y no
hay amortiguamiento), es FI(t) = 0y b = 0. En este caso el sistema de ecuaciones diferenciales lineal y
homogéneo (2) es auténomo, y tiene un tinico punto de equilibrio (Q(¢), I(t)) = (0,0).

Al resolver la ecuacién caracteristica A2 + a? = 0 de la ecuacién (4), obtenemos los autovalores (A = +ai)
y a partir de ellos la solucién general de la misma Q(t) = cjcos(at) + cosen(at). Notemos que al ser
los autovalores imaginarios puros el equilibrio (Q(t),I(t)) = (0,0) es un centro. Las soluciones obtenidas

7r a
son periddicas, de periodo T = — vy frecuencia f = o Se deduce por tanto que el periodo y la
a b

frecuencia de las soluciones dependen de a, es decir de las caracteristicas fisicas del sistema, pero no de
las condiciones iniciales. Notemos que estas soluciones se pueden escribir en la forma Q(t) = Acos(at + «)
donde ¢; = Acosa, ¢y = —Asena, y la amplitud de las soluciones viene dada por A = /(¢ + c3). En
consecuencia la amplitud de las soluciones sélo depende de las condiciones iniciales, es decir de los valores
de la carga y la intensidad iniciales (Q(0),1(0)) (posicién y velocidad iniciales en el sistema mecdnico).
Teniendo en cuenta que I(t) = Q(t) = —acisen(at) + acycos(at), las trayectorias del sistema (2) vienen
dadas, en funcién de las condiciones iniciales (Q(0), I(0)), por las ecuaciones

{ Q(t) = Q(0)cos(at) + @sen(at), (5)
I(t) = I(0)cos(at) — a@Q(0)sen(at).

Eliminando la variable ¢ del sistema anterior obtendremos las ecuaciones de las 6rbitas del sistema (2).
Para ello expresamos la intensidad I(t) en la forma I(t) = Q(t) = —aAsen(at + «), de donde se deduce

1
que 9 = —Asen(at + «). Por tanto obtenemos como ecuacién de las érbitas
I(t)\’ Qu? , I(t)
T —) =47 =1.
Q)" + < " ) e T (ad)?

Se trata por tanto de elipses con centro en (0,0) y de semiejes A (amplitud de la oscilacién para Q(t)) y
aA (amplitud de la oscilacién para I(t)). Esto confirma la configuracién de tipo centro entorno al punto
de equilibrio (Q(¢),I(t)) = (0,0).

Finalmente vamos a dibujar para a = 1,2, mediante el programa ”pplane”, las trayectorias y las érbitas
correspondientes a las condiciones iniciales (Q(0) = 1,7(0) = 0) y (Q(0) = 0,1(0) = 1). Notemos que de
acuerdo a nuestro calculos anteriores en ambos casos se obtienen como trayectorias las ecuaciones de una
hélice circular (ver figuras 2a y 3a). Cuando a = 1 las dos drbitas coinciden y se trata de la circunferencia
de centro (0,0) y radio 1 (ver figura 2b), mientras que en el caso a = 2 se obtiene dos elipses diferentes, si
bien en la figura 3b hemos representado sélo una de ellas. También podemos ver en la figura 4 la evolucion
en el tiempo, ¢t € [0,4n], de la carga Q(t) y la intesidad I(t) correspondiente a las condiciones iniciales
(Q(0) = 1,1(0) = 0) en ambos casos (a = 1,2). Estas representaciones graficas nos confirma lo deducido
en los calculos tedricos, en relacién al periodo y la amplitud de las soluciones.
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Figura 2: Para a = 1,b = 0 y las condiciones iniciales (Q(0), I(0)) = (1,0): (a) Trayectoria. (b) Orbita.
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Figura 3: Para a = 2,b = 0 y las condiciones iniciales (Q(0), I(0)) = (1,0): (a) Trayectoria. (b) Orbita.
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Figura 4: Para las condiciones iniciales (Q(0),1(0)) = (1,0), onda temporal ¢ frente a @ (color azul) e I (color
rojo): (a) Cuando a =1,b = 0. (b) Cuando a = 2,b = 0.



¢) Si suponemos que las oscilaciones son libres y amortiguadas, es decir en el circuito la tensién es nula,
pero no la resistencia (en el sistema mecdnico no se aplica fuerza externa sobre el objeto de masa m,
pero si hay una resistencia del medio al movimiento), es FI(t) = 0 y b > 0. En este caso el sistema de
ecuaciones diferenciales lineal y homogéneo (2) sigue siendo auténomo, y tiene un tnico punto de equilibrio
(Q(t),I(t)) = (0,0). Al resolver la ecuacién caracteristica A% + 2b\ +a? = 0 de la ecuacién (4), obtenemos
los autovalores (A = —b &+ v/b? — a?), por lo que se presentan tres casos:

Caso 1° b >a (Movimiento sobreamortiguado).

En este caso b>—a? > 0y como v/b2 — a2 < b, los dos autovalores son reales y negativos. Como consecuencia
el equilibrio presenta una configuracién de tipo nodo asintéticamente estable. A partir de ellos se obtiene
la solucién general de la ecuacién (4), a saber Q(t) = ¢ el~0TVP* =0t 4 ¢y o(=b=VF*=a®)t Tenjendo en

cuenta que I(t) = Q(t), las trayectorias del sistema (2), para este caso, vienen dadas por las ecuaciones

Q) = e 0V 4 gy (~b-VT=a)t 6
I(t) = c1(—b+ Vb2 — a2)e(7bHVE=a®)t oo (h — /b2 — g2)e(-b-Vb2—ad)t,

Es facil comprobar que estas soluciones no tienen oscilacién alguna y cumplen que lim;_, 4o Q(t) =
lim; 100 I(t) = 0, se deduce por tanto que cuando partimos de unas condiciones iniciales (Q(0), 1(0)) #
(0,0) la carga y la intensidad (el objeto de masa m y su velocidad) regresan a la posicién de equilibrio,
de manera asintética como una funcién exponencial, debido al fuerte amortiguamiento.

Finalmente vamos a dibujar para a = 1,b = 2, mediante el programa ”pplane”, las trayectorias y las
orbitas correspondientes a las condiciones iniciales del enunciado. En particular en la figura 5a hemos
representado la trayectoria de la solucién correspondiente a la condicién inicial (Q(0) = 1,I1(0) = 0),
mientras que en la figura 5b aparecen las érbitas de las soluciones correspondientes a las dos condiciones
iniciales del enunciado. Por tltimo en la figura 6 hemos representado la evolucién en el tiempo, ¢ € [0, 20],
de la carga Q(t) y la intesidad I(¢) correspondiente a las condiciones iniciales (Q(0) = 1,1(0) = 0) y
(Q(0) =0,1(0) =1). Estas representaciones graficas nos confirma lo deducido en los cdlculos tedricos.
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Figura 5: Para a = 1,b = 2 : (a) Trayectoria correspondiente a la condicién inicial (Q(0),1(0)) = (1,0). (b)
Orbitas correspondiente a las condiciones iniciales (Q(0),1(0)) = (1,0) y (Q(0),1(0)) = (0,1).
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Figura 6: Para a = 1,b = 2, onda temporal ¢ frente a () (color azul) e I (color rojo) de la solucién correspondiente
a las condiciones iniciales: (a) (Q(0),1(0)) = (1,0). (b) (Q(0),1(0)) = (0,1).

Figura 7: Para a = 1,
(Q(0), 1(0)) = (0,1) . (

Caso 2° b=a (Movimiento criticamente amortiguado).

En este caso hay un tnico autovalor real doble que es negativo A = —b < 0. Como consecuencia el equilibrio
es un nodo impropio asintéticamente estable. A partir de ellos se obtiene la solucién general de la ecuacién
(4), a saber Q(t) = c1e " + cote"*. Teniendo en cuenta que I(t) = Q(t), las trayectorias del sistema (2),
para este caso, vienen dadas por las ecuaciones

Q(t) = (c1 + cat)e™™,
{ I(t) = [—e1b + co(1 — th)]e . (7)

Es fécil comprobar que estas soluciones tampoco tienen oscilacién alguna y cumplen que lim;, ;. Q(t) =
lim;, 100 I(t) = 0; se deduce por tanto que las soluciones tienen las caracteristicas descritas en el caso
anterior, como podemos observar en la figura 7. Este caso es una situacién limite entre el movimiento no
oscilatorio anterior y el movimiento oscilatorio que veremos en el caso tercero.
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b = 1: (a) Orbitas correspondiente a las condiciones iniciales (Q(0),1(0)) = (1,0) y
) Onda temporal ¢ frente a @ (color azul) e I (color rojo), de la solucién correspondiente
a las condicién inicial (Q(0), I(0)) = (1,0).



Caso 3° b <a (Movimiento subamortiguado).

En este caso b2 —a? < 0 y los dos autovalores son complejos conjugados con parte real negativa A = —b=+
iva? — b2. Como consecuencia el equilibrio presenta una configuracién de tipo foco estable. A partir de ellos
se obtiene la solucién general de la ecuacion (4), a saber Q(t) = e~%[cicos(va? — b2 t)+casen(vVa? — b2 t)].
Teniendo en cuenta que I(t) = Q(t), obtendriamos las ecuaciones de las trayectorias del sistema (2) para
este caso. Notemos que, de manera andaloga a lo realizado en el apartado b) del problema, la solucién Q(t)
podria expresarse como

Q(t) = Ae % cos(v/a2 — b2 t + a), (8)

donde ¢; = Acosa, co = —Asena, y portanto A= /(c?+c3).

En este caso el movimiento no es periédico, pero si es de cardcter oscilatorio. En efecto, la grafica de
la funcién Q(t) cruza la posicién de equilibrio Q(t) = 0 a intervalos regulares. Ademds la amplitud de
las oscilaciones Ae~? decrece exponencialmente con el tiempo y como en los casos anteriores todas las
soluciones cumplen que lim; 4o, Q(t) = lim;_ 4o, I(t) = 0, si bien esa convergencia ahora es més lenta y
se dice que el movimiento estd subamortiguado.

Si consideramos como periodo T el tiempo necesario para que la curva solucién complete una oscilacion

2m Va2 — b2
tenemos que T = Nz La frecuencia de estas oscilaciones f = o dado que va? — b? < a, es
a® — T

a
menor que la frecuencia natural o propia del sistema f = by (la obtenida en el apartado b)) cuanto mayor
™

sea el valor de b, es decir la resistencia del circuito R (la resistencia del medio al movimiento medida por
el valor de ¢). En consecuencia cuando R — 0 = b — 0 y la frecuencia de las soluciones se va pareciendo
a la frecuencia natural del sistema obtenida en el apartado b).

Finalmente vamos a dibujar para a = 2,b = 1, mediante el programa "pplane”, las trayectorias y las
Orbitas correspondientes a las condiciones iniciales del enunciado. En particular en la figura 8a hemos
representado la trayectoria de la solucién correspondiente a la condicién inicial (Q(0) = 1,1(0) = 0),
mientras que en la figura 8b aparecen las érbitas de las soluciones correspondientes a las dos condiciones
iniciales del enunciado. Por tltimo en la figura 9 hemos representado la evolucién en el tiempo, t € [0, 20],
de la carga Q(t) y la intesidad I(t) correspondiente a las condiciones iniciales (Q(0) = 1,1(0) = 0) y
(Q(0) =0,I(0) = 1). Estas representaciones gréficas nos confirma lo deducido en los célculos teéricos.
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Figura 8: Para a = 2,b = 1 : (a) Trayectoria correspondiente a la condicién inicial (Q(0),1(0)) = (1,0). (b)
Orbitas correspondiente a las condiciones iniciales (Q(0),1(0)) = (1,0) y (Q(0),I1(0)) = (0,1).
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Figura 9: Para a = 2,b = 1, onda temporal ¢ frente a @) (color azul) e I (color rojo) de la solucién correspondiente
a las condiciones iniciales: (a) (Q(0),1(0)) = (1,0). (b) (Q(0),1(0)) = (0,1).

d) Para realizar la integracién numérica, primero guardamos el sistema a integrar en el fichero ftysis.m que
listamos a continuacion

function Z=ftysis(t,E)
Q=E(1); I=E(2);
Z=[I, -2xI-4xQ]’;

y posteriormente ejecutamos el comando ”ode45” directamente, o bien generamos un fichero ode45sistema.m
donde estd incluido el mismo; si bien es este caso hemos impuesto que el tamano de paso h sea fijo.

function S=ode4b5sistema(ftysis,a,b,Za,M)

)

% Datos de entrada

% ftysis es la funcion, almacenada como una cadena de caracteres
% a y b son los extremos del intervalo

% Za=[x1(a),...,xn(a)] es la condicién inicial

% M es el numero de pasos

A

% Datos de salida

% S=[T X] donde T es el vector con las abscisas y

% X=[x1(t),...,xn(t)] es el vector con las ordenadas
)

h=(b-a)/M;

T=a:h:b;

[T X]=ode45(ftysis,T,Za);

format long

S=[T X];

Los resultados pedidos se obtienen ejecutando, en la ventana de comandos, la instrucciéon

>> S=ode4b5sistema(’ftysis’,0,6*pi/sqrt(3),[1 0],60)

10
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0,T,2T, 3T, que corresponden a los valores donde la carga Q(t) es maxima ( el desplazamiento es maximo,

A continuacién, para nuestro caso T = mostramos Unicamente los valores correspondientes a t =

3
con respecto a la posicién de equilibrio x(t) = 0, del objeto de masa m). Notar que al ser h = U si

tomamos M = 60 pasos, se tiene que 7' = 20 h y por tanto los valores anteriores de ¢ se alcanzaran en las
filas 21,41 y 61 de la matriz S. En dicha tabla se observa como los valores méaximos de Q(t) (amplitud de
las oscilaciones) van disminuyendo con el tiempo.

t Q(t) I(2)

0 1.00000000000000 | 0.00000000000000
3.62759872846844 | 0.02658095633112 | 0.00005375088281
7.25519745693687 | 0.00070636679199 | 0.00000280934965
10.88279618540531 | 0.00001874112560 | 0.00000033872526

Cuadro 1: Valores maximos de la carga Q(t)

Los valores de la matriz S nos permiten verificar numéricamente que se cumple, para i = 1,2,3, ..., la
T

relacién QQ(I(“z)) = '™, Justificarlo teéricamente a partir de la igualdad (8).
it+1

Dado que en cualquier proceso oscilatorio real siempre estd presente algin tipo de amortiguamiento, si
queremos conseguir oscilaciones no amortiguadas, debemos anadir alguna fuerza externa que compense
la perdida de energia debida a la fuerza de amortiguamiento. En este caso supondremos que la fuerza
electromotriz E(t) es no nula (en el sistema mecénico una fuerza externa E(t) actia sobre el objeto de
masa m), lo que da lugar a oscilaciones forzadas. Uno de los caso mds importantes se presenta cuando

dicha fuerza es una funcién periédica de la forma F(t) = Fycos(wt), de amplitud Fy y frecuencia f = 23,
7r

quedando la ecuacién (4) en la forma

Q) +2bQ(t) + a*Q(t) = Fycos(wt).

Como conocemos la solucién general de la ecuacion homogénea, que suponemos tiene movimiento subamor-
tiguado (caso 3° del apartado c)), para hallar una solucién particular de la ecuacién completa ensayamos,
mediante el método de los coeficientes indeterminados, con la funcién Q(t) = Bsen(wt) + Ccos(wt). Al
imponer que cumpla la ecuacién anterior se obtiene

2bF0w
B = C =
(a2 _ w2)2 + 4b22°

(@ — w?)Fy
(@2 — w?)2 + 40202

quedando la particular

Fo [
(a2 _ w2)2 + 4202

Sp(t) = 2bwsen(wt) + (a? — w?)cos(wt)].

Utilizando un razonamiento similar a los anteriores, esta solucién particular se puede escribir

Sp(t) = Acos(wt — a),

2wa0 (a2 — (.«)2>F0 FO

donde

= Acosa, yportanto A =

= —Asena,

(a? — w?)? + 4b2w? (a? — w?)? + 4b2w?

11
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En consecuencia la solucién general, para este caso, es

Iy
V(a2 — w?)? + 4h2w?

Q) =e " (clcos( a? — b%t) + cosen(v/ a? — b2t)) + cos(wt — ).

Como se observa todas las soluciones aparecen como suma de dos términos. El primer sumando (la solucién
general de la ecuacién homogénea), recoge la influencia de las condiciones iniciales y sabemos que tiende
a cero cuando t — +o00, por tanto este sumando (parte transitoria) va desapareciendo con el paso del
tiempo y la solucién se parecera cada vez mas al segundo sumando (parte estacionaria), que representa
el comportamiento a largo plazo con el que el sistema responde a la fuerza externa F'(t). Este sumando

representa un movimiento periédico de periodo T = %r, y su frecuencia f = % coincide con la de la
Fo

V(e —w?)? + 4p2w?

Como se observa la amplitud depende no solo de w y Fp, sino también de a y b, es decir de R, L, C.

Por tanto, si b — 0 (R — 0 6 ¢ — 0), es decir se trata de un movimiento ligeramente amortiguado

fuerza externa F'(t), siendo la amplitud de la oscilacién de la parte estacionaria A =

™

1 /1 R?

la frecuencia del sistema en el caso subamortiguado f = w\N1e 1= entonces la amplitud de la
T

oscilacion correspondiente a la parte estacionaria de la solucién es muy grande y aparece el fenémeno de

la resonancia.

1 K w
w—a|lw— 0w — 1/ — |, es decir la frecuencia — de la fuerza externa F'(t) es préxima a
y ( Jic \/ M) 5 (t) es p

Para verificar numericamente lo anterior utilizamos el programa ”odesolve” con a = 2,0 = 1,Fy =1y
w = 2, donde hemos anadido una tercera ecuacién auxiliar al sistema (2), obteniéndose el nuevo sistema
no auténomo

Q(t) = I(t)’
I(t) = F(t) = 21(t) — 4Q(1), 9)
F(t) = —2sen(2t).

En la figura 10 (figura 11) representamos las trayectorias (érbitas), correspondientes a las condiciones
iniciales (Q(0) = 1,1(0) =0,F(0) = Fy =1) y (Q(0) =10,I1(0) = 10, F(0) = 1), mientréds que en la figura
12 hemos representado la evolucién en el tiempo, ¢ € [0, 20], de la carga Q(t), la intesidad I(t) y la fuerza
externa F'(t), correspondiente a las condiciones iniciales anteriores. Estas representaciones graficas nos
confirma lo deducido en los calculos tedricos. Recordemos que al ser un sistema no auténomo las érbitas
pueden cortarse en el plano de fases.

Para verificar como crece la amplitud de las oscilaciones cuando los valores de b y w son préximos a los
valores de resonancia hemos representado en la figura 13 (figura 14) las trayectorias (6rbitas) para b = 0.1
y w=1.9 (b=0.01 yw=1.9), correspondiente a la condicién inicial (Q(0) = 1,1(0) =0, F(0) = Fy = 1).
Por tltimo en la figura 15 hemos representado la evolucién en el tiempo, con t € [0,207], de la carga Q(t),
la intesidad I(t) y la fuerza externa F'(t), correspondiente a la condicién inicial anterior en ambos casos.

12



(a) (b)

Figura 10: Para a = 2,b = 1, F) = 1,w = 2, trayectorias para las condiciones iniciales: (a) (Q(0), I(0), F(0)) =
(1,0,1). (b) (Q(0), 1(0), F(0)) = (10,10,1).

(a) (b)

Figura 11: Para

a b = 1l,w = 2, drbitas para las condiciones iniciales: (a) (Q(0), 1(0), F(0)) =
(1,0,1). (b) (Q(0), 1(0), £(0) 10,1

() (b)

Q1 andF
Q1 andF

Figura 12: Para a = 2,b =1, Fy = 1,w = 2, onda temporal ¢ frente a @ (color azul), I (color verde) y F (color
rojo) para las condiciones iniciales: (a) (Q(O),I(O),F(O)) (1,0,1). (b)(Q(0), 1(0), F(0)) = (10,10,1).

13



(a) (b)

Figura 13: Para a = 2, Fy = 1,w = 1.9, trayectorias para las condiciones iniciales (Q(0), I(0), F(0)) = (1,0,1)
con: (a) b=0.1. (b) b=0.01.

(a) (b)

Figura 14: Para a = 2, Fy = 1,w = 1.9, 6rbitas para las condiciones iniciales (Q(0), I(0), F(0)) = (1,0, 1) con:
(a) b=0.1. (b) b= 0.01.

(a) (b)

Figura 15: Para a = 2, Fy = 1,w = 1.9, onda temporal ¢ frente a @ (color azul), I (color verde) y F' (color rojo)
para la condicién inicial (Q(0), I(0), F(0)) = (1,0,1) con: (a) b=0.1. (b) b= 0.01.
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SOLUCION PROBLEMA 3

Figura 16: Péndulo matemaético.

Consideremos el péndulo de la figura (16), en el que suponemos que toda la masa del péndulo m estd con-
centrada en la pesa, es decir despreciamos la masa de la varilla de longitud [. El otro extremo de la varilla
esta fijado a una barra, de manera que el péndulo puede girar un circulo completo en un plano perpendicular
al suelo y suponemos que sélo hay dos fuerzas actuando sobre el péndulo: la gravedad y la friccion, siendo esta
ultima fuerza proporcional, con constante de proporcionalidad ¢ > 0, a la velocidad de la pesa. Representamos
por z(t) el dngulo formado por la varilla con la vertical en cada instante ¢, medido en sentido contrario al de
las agujas del reloj.

Aplicando la segunda ley de Newton obtenemos

Pz dx
ml— = —cl— — mgsen(x). 10
= el —mgsen(x) (10)
Observar que el primer sumando del segundo término de la ecuacién (10), que se debe al rozamiento,
representa una amortiguacién (término disipativo) mientras que el segundo sumando se debe a la fuerza de la
gravedad.

a) Al objeto de reducir el ntimero de casos a estudiar en un sistema fisico, disminuyendo el nimero de
parametros, hacemos un cambio de escala de forma que la ecuaciéon obtenida este adimensionalizada en
los nuevos pardmetros.

Para ello dividimos toda la ecuacién (10) por ml quedando

d’x cdr g sen(x)
—_— == T
dt? m dt 1
Ahora mediante el cambio T = ﬁ t se obtiene
g&w _ _c fJodr g
1dr?2 m\ 1dT 1 '

l l
Multiplicando por — y llamando p = C\/7 , la ecuacion obtenida
g my g

2z dxr

= Hhgp T sen(x),

15



estd adimensionalizada al no tener dimensién el tinico pardmetro p. Finalmente escribimos la ecuacion
diferencial de segundo orden obtenida como un sistema de ecuaciones diferenciales de primer orden

T =1y,
. 11

{yuy%M@~ an
Si suponemos el caso ideal donde no hay fricciéon, y por tanto ¢ = 0 = p = 0, el sistema dindmico
resultante es un sistema conservativo plano, ya que al no haber disipacién la energia total del sistema F
(suma de la energia cinética y la energfa potencial) se mantiene constante. El sistema (11) queda

{f:y’ (12)

y = —sen(x).

Los puntos de equilibrio son (km,0), con k € Z. En los correspondientes a miltiplos pares de © (z =
0, 27, +4, ...) la pesa cuelga sin movimiento en posicién vertical, los multiplos impares (x = =, £37, £57, ...
corresponden a la otra posicién de equilibrio del péndulo ideal donde la pesa también se encuentra en posi-
cién vertical sin movimiento, pero girada un dngulo de 7 radianes en relaciéon a la anterior posicion.

Para integrar el sistema (12), al objeto de encontrar la ecuacién de las dérbitas en el plano de fases,
eliminamos dT' dividiendo ambas ecuaciones

dy  sen(x)
de —  y
2
y suponiendo que (x(0) = 0,y(0) = 0), nivel 0 de la energia, se obtiene la solucién E = % + 1 — cos(x).
. v 1 (dx\’ o : o
Notemos que el primer sumando 7 =3 <dT) corresponde a la energia cinética del sistema dindmico

y 1 — cos(z) es la energfa potencial.
El sistema (12) es un sistema hamiltoniano y la funcién de energia E es la funcién hamiltoniana, ya que

v _ _9E _ dy _ __9E_ _

Es facil probar que la energia total E se conserva para cada solucién (z(t),y(t)) comprobando que

d OF dxr OF dy

—FExT),yT)=——+—-—== — =0.
Por tanto las érbitas se encuentran a lo largo de las curvas de nivel de E, es decir dibujar el plano de
fases para un sistema hamiltoniano como (12) es lo mismo que dibujar los conjuntos de nivel de la funcién
hamiltoniana E. La matriz jacobiana del sistema (12) en el punto (z,y) viene dada por

v o
dxdy  Oy? _(a B \_ 0 1
_PE 9°E v -« —cos(z) 0 )’
0x? Oyox

con autovalores \; o = £/a2 + By = £/—cos(x). Por tanto si cos(z) < 0 hay dos autovalores reales
de signo contrario y el equilibrio es inestable de tipo silla. Esto ocurre en los multiplos impares de ,
es decir cuando & = +7,+3m, +57..., etc. Si cos(x) > 0 hay dos autovalores imaginarios puros \; =

16
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Figura 17: Retrato de fases del sistema (12).

cos(x)i, Ao —Mi, por lo que el equilibrio es estable de tipo centro. Esto sucede en los
multiplos pares de m cuando x = 0, £27, +4m..., etc.

El retrato de fases nos indica que hay tres tipos diferentes de curvas solucién y por tanto de movimientos:
libracion, rotaciéon y el comportamiento limite entre ambos. El primer caso corresponde a soluciones
periddicas ya que el péndulo oscila entre dos valores simétricos del intervalo (—m,7) (en la figura 1
corresponde a la drbita cerrada de color azul que pasa por (z,y) = (0,1), siendo interior a la curva de
nivel E(z,y) = 1). En el segundo caso las soluciones no son periédicas y el péndulo va girando, dando
vueltas completas en sentido contrario a las agujas del reloj, recorriendo todos los dngulos posibles (en
la figura 1 corresponde a la érbita de color azul que pasa por (z,y) = (2,2) y estd situada entre las
curvas de nivel 3 y 4 de la funcién E(z,y)). Por dltimo el caso limite corresponde en el plano de fases
a Orbitas, llamadas heteroclinas, que unen dos puntos de equilibrio distintos de tipo silla y separa las
soluciones oscilantes, de ida y vuelta, de las soluciones rotatorias, que giran continuamente (en la figura 1
corresponde a las drbitas de color verde, una de ellas pasa por (z,y) = (0,2), y estd contenida en la curva
de nivel E(z,y) = 2). Notar que una 6rbita heteroclina corresponde a la interseccién de una de las ramas
de la variedad estable de uno de los equilibrios silla con la inestable del otro.

Suponemos ahora que p > 0, es decir hay una amortiguacion lineal debido a la friccién en el pivote del
brazo del péndulo y por tanto el sistema dindmico es ahora disipativo ya que hay una perdida de energia.
En este caso el sistema (11) ya no es hamiltoniano, pues si existe una funcién hamiltoniana H(z,y) con

. . : . 0°H  0°H .
derivadas parciales segundas continuas seria ——— = y como consecuencia de ello
oxdy  Oyox
of _ 0’H B 0*H _ Og
0xr  0xdy Oydxr Oy

Pero esto no ocurre en nuestro caso pues

S0 =0 i = = (i~ sen(o))

si bien los puntos de equilibrio son los mismos que en el caso anterior (0,0), (£, 0), (£27,0), ... etc.

Ahora la energia total E no es constante a lo largo de las curvas solucién del sistema (11), sino una funcién
decreciente. En efecto, si (x(t), y(t) es una solucién del sistema (11) se cumple que
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d _OFEdx  OFE dy

ﬁE(x( ), y(t)) = 9% dT + By dr sen(x)y + y(—py — sen(x)) = —uy* < 0.

Es decir E(z,y) es una funcién de Lyapunov para el sistema (11). En consecuencia las curvas solucién
cruzan los conjuntos de nivel de la funcién de Lyapunov E(z,y) desde valores mayores a menores de la
misma (ver figura 2), y dado que E tiene un minimo global en el origen, todas las soluciones en un entorno
del origen se aproximan al mismo conforme pasa el tiempo. En la figura 2 hemos dibujado en color azul las
6rbitas correspondientes a las condiciones iniciales (z,y) = (0,1) y (z,y) = (2,2). En color verde aparecen
las variedades estables e inestables de los equilibrios de tipo silla. Se puede observar como un equilibrio
de tipo foco estd conectado con los dos equilibrios silla adyacentes a través de una de las ramas de la
variedad inestable de los equilibrio silla. La variedad estable viene del infinito.

Para verificarlo hallamos la matriz jacobiana del sistema (11) en un punto (,y)

( —COQS(%) —1u >
—nE \/W

a multiplos impares de 7, al ser cos(x) = —1, hay dos autovalores reales de signo contrario y el equilibrio
es inestable de tipo silla. Si = 0,427, +47... etc, entonces cos(x) = 1 y hay tres casos diferentes. En
efecto, si 0 < p < 2 (hay menos friccién) el radicando es negativo y los autovalores son complejos con
parte real negativa por lo tanto los equilibrios serian focos estables. Si 1 = 2 hay un tnico autovalor real
doble A = —1 < 0, por lo tanto los equlibrios son nodos degenerados estables y finalmente si u > 2 (hay
mayor friccién) tenemos dos autovalores reales negativos, ya que \/u? — 4 < p, y los puntos de equilibrio
son nodos estables. <oy mu=1

y'=-muy - sin(x)

. Por tanto en los puntos de equilibrio correspondientes

cuyos autovalores son A 2 =

3k

30 4

Figura 18: Retrato de fases del sistema (11) para u = 1.

Por ultimo para integrar numéricamente la solucién del sistema (11), correspondiente a las condiciones
iniciales (z(0),y(0)) = (0,10), y representar graficamente la perdida de energia con el tiempo generamos
el archivo ftysis.m con las ecuaciones del sistema

function Z=ftysis(t,E)

x=E(1); y=E(2);
Z=[y, -y-sin(x)]’;
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que serd llamado al correr el programa energia.m

function S=energia(ftysis,a,b,Za,M)

b

% Datos de entrada

% ftysis es el sistema, almacenado como una cadena de caracteres
% a y b son los extremos del intervalo

% Za=[x1(a),...,xn(a)] es la condicién inicial

% M es el nuimero de pasos

b

% Datos de salida

% Calcula S=[Tiempo,Energia total del sistema en el instante T] y
% dibuja la grafica de la energia frente al tiempo
h

h=(b-a) /M;

T=a:h:b;

[T X]=ode45(ftysis,T,Za);

for k=1:length(T)
E(k)=(X(k,2).72)/2+1-cos(X(k,1));

end

format long

S=[T,E’];

plot(T,E)

grid

La grafica pedida se obtiene ejecutando, en la ventana de comandos, la instruccion

>> energia(’ftysis’,0,3*pi, [0 10],30)

50

45 a

401 1

35F J

30f J

25} 1

energia

20 1

151 1

101 1

tiempo

Figura 19: Gréfica de la energia frente al tiempo correspondiente a la solucién (z(0),y(0)) = (0, 10) del sistema
(11) con pp = 1.
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