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Métodos Numeéricos para Ecuaciones en Derivadas Parciales.

LA ECUACION DE ONDAS. LA ECUACION DEL CALOR. LAS
ECUACIONES DE LAPLACE Y POISSON.

Introduccién. Muchos problemas en ingenieria se modelan matematicamente mediante ecua-
ciones en derivadas parciales. En esta leccion estudiaremos métodos numeéricos de resoluciéon de
ecuaciones en derivadas parciales cuasi-lineales de coeficientes constantes de la forma:

0%y J%u 0%u ou ou

A@xz +Bax8y+08y2 +D%+Ea—y:f(x,y,u),

donde A, B, C, D y E son constantes.
En funcién del signo de B2 — 4AC, las ecuaciones se suelen clasificar en:

Ecuaciones hiperbdlicas, si B2 — 4AC > 0. Por ejemplo, la ecuacién de ondas
Pu  Pu
oy?  Ox?

Ecuaciones elipticas, si B> — 4AC < 0. Por ejemplo, la ecuacién de Laplace

0’u  0%*u

a—yz—F@:O.

Ecuaciones parabdlicas, si B?> —4AC = 0. Por ejemplo, la ecuacién del calor

ou  0%*u

oy Ox*
Las condiciones de frontera se suelen agrupar en tres tipos principalmente.

Condiciones Dirichlet, cuando se fija la solucién a lo largo de la frontera.
Condiciones Neumann, cuando se fijan las derivadas a lo largo de la frontera.

Condiciones Mixtas, cuando fijamos en la frontera una relacion entre la solucién y su derivada.



El tipo de condiciones apropiado siempre viene dado por el contexto de nuestro problema.

La ecuacién de ondas. Nos planteamos hallar una solucién de la ecuacion de ondas
(2, 1) = Cugy(z,t), 0 <z <a, 0<t<b
que satisfaga las condiciones iniciales

u(z,0) = f(x), 0 <z <a,
w(x,0) = g(z), 0 <z <a,

y las condiciones de contorno
uw(0,t) = u(a,t) =0, 0 <t <b.
Haciendo el cambio de variable r = x + ct, s = ¥ — ct obtenemos que

Ugy = Upp + 2urs + Uss,

2
Uy = C (urr - 2urs + uss) .
Por tanto, la ecuacion de ondas, en las nuevas variables, es

Ups = 0.

Por consiguiente u, = k (r) y u (r,s) = F(r)+ G(s) para ciertas funciones I’y G. De esta forma

obtenemos que la solucién de la ecuacién de ondas tiene la forma

u(z,t) = F(x +ct) + Gz — ct),

donde las funciones F'y G se deben determinar en funciéon de las condiciones iniciales y de
las de contorno. Este método para resolver la ecuacién de ondas se conoce como método de

D’Alembert.

Otros caminos habituales para resolver la ecuacién de ondas son la separacién de variables

y usando la transformada de Laplace.

La ecuacién del calor. En este caso, nos planteamos hallar una soluciéon de la ecuacion del

calor unidimensional
up(z,1) = Ptge(z,t), 0 <z <a, 0<t<b

que satisfaga las condiciones iniciales
u(z,0) = f(z), 0 < x < a,
y las condiciones de contorno

u(0,t) =0, u(a,t) =0, 0 <t <b.



Para hallar la solucién de este problema se usa separacién de variables. Por consiguiente, bus-
camos en primer lugar soluciones de la forma wu(x,t) = g(x)h(t) que verifiquen la ecuacion y las
condiciones de contorno. Por tanto, se debe verificar que

g(a)l'(t) = *g"(x)h(t).
Es decir,
29" (x) _ W(t)
g(x)  h(t)
Puesto que el término de la izquierda sélo depende de x y el de la derecha solo depende de t,
llegamos a que ambos deben ser constantes. Es decir, existe § tal que

g"(x) = dg(x) y K(t) =0ch(t).

Ademéds, las condiciones de contorno fuerzan que u(0,t) = u(a,
Por tanto, si buscamos una solucién no nula llegamos a que g(0)
nulas del problema de contorno
g9"(x) = dg(x) }
( )=g(a)=0

existen para 0 = — (%’T)2 con n € INI y son multiplos de la funcién g,(z) = sen (%’Tx)
Para estos valores de 4 las soluciones de h'(t) = dch(t) son miiltiplos de la funcién h,(z) =

Cc

t) = g(a)h(t) = 0.

0. Las soluciones no

t) = g(0)h
= g(a) =

exp (— (@)2 t) . Por consiguiente,

utet) = exp (= (M2 ") sen ().

Con lo visto hasta ahora sélo podemos resolver la ecuacién del calor para condiciones iniciales
de la forma sen ( %a:) . Para soslayar este inconveniente, buscamos soluciones de la forma

ZBW((Wme@%y

para ciertas constantes B,, a determinar en funcién de la condicién inicial f(z).

Las ecuaciones de Laplace y de Poisson. Estudiamos finalmente, algunas ecuaciones en
derivadas parciales que se usan para hacer modelos matematicos de fenémenos de tipo esta-
cionario. El nexo comtn a estas ecuaciones es el operador de Laplace o laplaciano. Recordemos
que si u(z,y) es de clase C? en un dominio de R?, su laplaciano es el campo escalar

V2U(l’, y) = u:c:c(x>y) + uyy(xay)'

El ejemplo mds importante es la ecuaciéon de Poisson VZu(z,y) = g(x,y) que incluye como caso
particular la ecuacién de Laplace VZu(x,y) = 0.

Dada una regién R del plano, el problema de Dirichlet consiste en hallar una solucion de la
ecuacion de Poisson

Upe (T, Y) + Uyy(2,y) = g(2,y) (7,9) €ER
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que satisfaga las condiciones de contorno

u(z,y) = f(z,y) (z,y) €5,

donde S es la frontera de R. Nosotros nos restringiremos al caso en que R es un rectangulo:
R ={(z,y):0<z<a, 0<y<b}. Para resolver esta ecuacién se suele usar el método de
separacion de variables de forma analoga a como se hizo en la ecuacion del calor.

METODO DE DIFERENCIAS FINITAS

El método de las diferencias finitas se basa en discretizar todas las magnitudes del problema.
Conseguimos de esta forma pasar de un problema continuo a un problema discreto, de una
ecuacion diferencial a una ecuacion algebraica.

Veamos que significa discretizar nuestras magnitudes.

Discretizacién de las variables independientes.

Una vez planteado nuestro problema, l6gicamente tendremos un marco donde situar nues-
tras variables independientes (espaciales, temporales, etc), asi pues debemos discretizarlas,
pasando de tener unas variables continuas a tener una sucesion discreta de puntos.

Si, por ejemplo, tuviéramos un problema planteado en el plano XT', lo discretizaremos
creando una rejilla en dicho plano, formada por los puntos de la forma (z,,t;):

l’n:l’o+nh, tj :to +]k‘

Discretizacion de la solucion.

Dado que hemos discretizado nuestro espacio, quedandonos con un conjunto finito de
puntos, la solucion que obtengamos perdera su cardcter continuo pasando a ser una solucion
discreta:

’QD (‘T n tj ) .
Discretizacion de la ecuacion.

Una vez discretizadas las variables tendremos que discretizar las operaciones que aparecen
en nuestra ecuacién diferencial, muy especialmente las derivadas que aparecen.

La mayoria de la derivadas parciales de una funcién permiten una representacién como
cociente de diferencias mas un cierto error de truncamiento.

En lo que sigue, planteamos diversos métodos de diferencias finitas para el caso de las tres
ecuaciones tipo presentadas en la introduccion. En nuestro caso, supondremos siempre que el
dominio de la funcién solucion es un rectangulo.

La ecuacion de ondas. Vamos a aproximar una solucion de la ecuacién de ondas

U (2,1) = Ctige(2, 1) + du(z,t), 0 <2 <a, 0<t<Db,



que satisfaga las condiciones iniciales
u(z,0) = f(x), 0 <z <a,
u(z,0) = g(x), 0 <z <a,
y las condiciones de contorno
u(0,t) = u(a,t) =0, 0 <t <b.

Para generar el método de diferencias finitas empezamos por escribir las férmulas de difer-
encias centradas para las derivadas segundas:

h,t) —2u(z,t — h,t
uxx(a:,t):u(I+ ) ugl:); )+ u(z )+O(h2),

w(z, t+ k) — 2u(z, t) + u(z, t — k)
L2
La idea es sustituir estas férmulas en la ecuacién de ondas y eliminar los términos de error para
quedarnos con un conjunto de ecuaciones en diferencias.
En el rectangulo

+0 (k).

Utt(llf, t) =

R={(x,t): 0<z<a, 0<t<b},

creamos una red de puntos eligiendo n nodos igualmente espaciados en el intervalo [0, a]
x,=0G—1h, i=1,2,..n,
siendo h = a/(n — 1); y m nodos igualmente espaciados en el intervalo [0, b]
ti=0G -k j=12 ..m,
siendo k = b/(m — 1). Los puntos de la red son:
{(ziyt;): 1=1,2,...,n, j=1,2,...,m}.
La ecuacion en uno de estos nodos queda

(i, tier) — 2u(ws, ty) + u(w, tj_q)

o + O (K?)
ir1, ti) — 2u(x;, t; i-1,tj
_ 2 U(ZL' +1 ]) U(ig J) + U(I 1 ]) +0 (h2) + du(l’i,t]‘).

Determinaremos aproximaciones a los valores de la solucién en cada uno de los nodos
u(z;,t;) ~ w;; sustituyendo estas aproximaciones en la igualdad anterior y eliminando los
términos de orden O (k?) y O (h?). La ecuacién en diferencias es

Wijp1 = 2Wij + Wij1  pWigrj — 2Wij + Wiy

12 =C 72 + dwi,j.

Si llamamos A = ck/h, podemos escribir la ecuacién como

2 2
Wijr1 — 2Wi 5+ wij—1 = A (Wi 5 — 2wij + wim;) + kK dw .
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Esta ecuacion se utiliza para calcular los valores de la fila j + 1 de la red suponiendo que ya
hemos calculado los de las filas j y j — 1; concretamente, para ¢ =2,3,....n — 1 :

wi,j“ = (2 — 2)\2 -+ ]{sz) wi,j -+ )\2 (wi—l-l,j + wi—l,j) — wi,j_l. (1

Observemos que, debido a las condiciones de frontera, los valores wy ; y wy,; (7 =1,2,...,m)
son todos cero. Teniendo esto en cuenta, es ficil ver que la relacién entre los vectores w; :=
t .
(W, .ocy Wp—1,4)" Yy wjt1 viene dada por

Wit1 = ((2 — 2)\2 + kzd) 1 + )\20) W; — Wj—1,

siendo _ .
010 00
1 01 - 00
010 - 00
C =
000 ---01
000 ---10

De esta forma para iniciar el proceso necesitamos conocer w; y wsy. Naturalmente, los valores
w; 1 vienen dados por la condicién inicial sobre w :

w1 =u(z;,0) = f(z;) i =1,2,...,n. (2)

Lo habitual es que no conozcamos los valores w; 5. Para calcularlos, empleamos la condicién
inicial sobre u;. Tenemos varios caminos para obtener esto:

(a) Fijamos x; y empleamos el teorema de Taylor para aproximar el valor en to = k :
u(zi, k) = u(w;, 0) + (s, 0)k + O(k?).
De esta forma tomamos los valores

wio = f(x;) + kg (x;), para i=2,..,n—1.

(b) La anterior aproximacién no es muy buena a no ser que k sea muy pequeno. Si f es dos veces
derivable en el intervalo (0, a), tenemos f”(x) = .. (z,0) y podemos dar una aproximacién
mejor a los valores de la segunda fila. Para hacer esto suponemos que la ecuacién de ondas
también se verifica para t = 0 y escribimos

Uy (25,0) = gy (2:,0) + du(x;, 0) = Ef"(x;) + df (z;).

Ahora usamos la formula de Taylor de orden dos
1
u(zi, k) = u(z;, 0) + wy(x;, 0)k + iutt(xi, 0)k* + O(K?).

Despreciando el término del error, obtenemos la siguiente férmula para los términos de la
segunda fila

2

wig = f(2;) + kg (z;) + % (P f" (i) +df (), i =2,...,n— 1. (3)



(c) Si calcular f” es dificil, o costoso en términos del nimero de operaciones, podemos emplear
una féormula de diferencia centrada para aproximar previamente los valores de f”(z;). Esto
proporciona una tercera férmula para los términos de la segunda fila:

2

Wi2 = (1 -\ + k2d/2) [ (@) + kg (z:) + % (f(xiz1) + fzi1)), i=2,...,n—1. (4)

En la practica este tltimo valor de w; 2 es el mas utilizado.

Aunque es raro que se conozcan los valores exactos u(x;,t3), si esto fuera asi se verifica el
siguiente resultado:
Proposicién. Consideremos la ecuacién de ondas

Uy (1,1) = Cuge(z,t), 0 <2 <a, 0<t<b,
con condiciones iniciales
u(z,0) = f(z), 0 <z <a, w(r0)=g(r), 0<z<a,

y condiciones de contorno
u(0,t) = u(a,t) =0, 0 <t <b.

Supongamos que los valores w;; y w; 2 son exactos para i = 1,2,...,n. Si k = ch (es decir, si
A = 1), entonces las soluciones obtenidas por el método de diferencias finitas son exactas en
todos los nodos de la malla.
Proposicién. Si A < 1, entonces el método de diferencias finitas descrito en (1) es estable;
es decir, que los errores en las dos primeras filas no se amplifican a lo largo del proceso.
Ejemplo. Vamos a usar el método de las diferencias finitas para resolver la ecuacién de
ondas de una cuerda vibrante:

U (2, 1) = dug,(x,t) 0 <z <1, 0 <t <0.5.
que satisfaga las condiciones iniciales

u(z,0) = sen(mz) +sen(2mzx), 0 <z < 1,

w(z,0) =0, 0 <x <1,
y las condiciones de contorno
uw(0,t) =u(l,t) =0, 0 <t < 1.

Tomamos h = 0.1 y k = 0.05. Puesto que ¢ = 2, entonces A = 1. Como g(x) = 0, obtenemos
que

(f(zis1) + flzim)), i=2,...,9.

N —

Wi2 =
Por otro lado, tenemos que
Wij41 = Wit1,j + Wim1,j = Wij—1.

Obtenemos de esta forma la tabla de valores siguiente:
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t; T T3 Ty T
0.00 | 0.896802 1.538842 1.760074 1.538842
0.05 | 0.769421 1.328438 1.538842 1.380037
0.10 | 0.431636 0.769421 0.948401 0.951056
0.15 | 0.000000 0.051599 0.181636 0.377381
0.20 | —0.380037 | —0.587785 | —0.519421 | —0.181636
0.25 | —0.587785 | —0.951056 | —0.951056 | —0.587785
0.30 | —0.571020 | —0.951056 | —1.019421 | —0.769421
0.35 | —0.363271 | —0.639384 | —0.769421 | —0.740653
0.40 | —0.068364 | —0.181636 | —0.360616 | —0.587785
0.45 | 0.181636 0.210404 0.000000 | —0.428980
0.50 | 0.278768 0.363271 0.142040 | —0.363271
Te X7 Ty L9 L10
1.000000 0.363271 | —0.142040 | —0.363271 | —0.278768
0.951056 0.428980 0.000000 | —0.210404 | —0.181636
0.809017 0.587785 0.360616 0.181636 0.068364
0.587785 0.740653 0.769421 0.639384 0.363271
0.309017 0.769421 1.019421 0.951056 0.571020
0.000000 0.587785 0.951056 0.951056 0.587785
—0.309017 | 0.181636 0.519421 0.587785 0.380037
—0.587785 | —0.377381 | —0.181636 | —0.051599 | 0.000000
—0.809017 | —0.951056 | —0.948401 | —0.769421 | —0.431636
—0.951056 | —1.380037 | —1.538842 | —1.328438 | —0.769421
—1.000000 | —1.538842 | —1.760074 | —1.538842 | —0.896802

Los valores numéricos dados en la tabla anterior coinciden en mas de seis cifras decimales

con los correspondientes a la solucién exacta

u(x,t) = sen(mwz) cos(2nt) 4 sen(2mx) cos(4nt).

La ecuacion del calor. Estudiamos ahora los métodos de diferencias finitas para la ecuacién
del calor unidimensional. Veremos tres métodos diferentes: método de diferencias progresivas,
método de diferencias regresivas y el método de Crank-Nicholson.

Nuestro objetivo es hallar una solucién de la ecuaciéon del calor

ug(z,1) = Ctige(z,t), 0 <z <a, 0<t<b

que satisfaga las condiciones iniciales
u(z,0) = f(z), 0 <z < a,

y las condiciones de contorno

u(0,t) =0, u(a,t) =0, 0 <t <bh.



El método de diferencias progresivas. Para generar un método de diferencias finitas em-
pezamos por escribir la formula de diferencias centradas para las derivadas segundas con respecto

a
u(z + h,t) — 2u(x,t) + u(x — h,t)
o L0 (),

y la férmula de diferencias progresivas para la derivada parcial con respecto a t :

(. t) — u(:)s,t+k]z —u(z,t) LO®).

Igual que en la ecuacion de ondas, la idea es sustituir estas formulas en la ecuacién del calor y
eliminar los términos de error para quedarnos con un sistema de ecuaciones lineales.
En el rectangulo

Uz (T, 1) =

R={(z,t): 0<x<a, 0<t<b}
creamos una red de puntos eligiendo n nodos igualmente espaciados en el intervalo [0, a]
r,=0G—1h, i=1,2,..n,
siendo h = a/(n — 1); y m nodos igualmente espaciados en el intervalo [0, b]
ti=0U-1k, j=1,2..,m,

siendo k = b/(m — 1). Los puntos de la red son el producto cartesiano del conjunto de nodos
elegidos en [0, a] por el conjunto de nodos elegidos en [0, b] :

{(xiyt;): 1=1,2,...,n, j=1,2,...,m}.

Determinaremos aproximaciones a los valores de la solucién en cada uno de los nodos u(z;, ;) =~
w; ; sustituyendo estas aproximaciones en la ecuacién y eliminando los términos de orden O (k)
y O (h?). La ecuacién en diferencias que resulta es

Wij41 = Wij _ oWig1y — 2Wij + Wi

k h?

Si llamamos A = ¢?k/h? y despejamos w; 11, obtenemos

Wi j+1 = (1 — 2)\)1112',]‘ + A (wi—l-l,j + wi_l,j) 1= 2, 3, = 1.

Esta ecuacion se utiliza para calcular los valores de la fila j + 1 de la red suponiendo que ya
hemos calculado los de la fila j. Observemos que w; ; = wy; = 0 para j = 1,2, ...,m. Por otro
lado, la condicién inicial nos proporciona los valores de la primera fila:

wig =u(z;,0) = f(x;), i=1,2...,n.

Es fécil ver que la relacién entre los vectores w; := (wyj, ..., wn_Lj)t y wjt1 es de tipo lineal:
w;+1 = Aw;, donde A es la matriz tridiagonal de dimensiones (n — 2) x (n — 2) dada por

[ 12\ )\
A 1T—=2\ )\
A 1—2)

1-2)0 A
A 1-2x




es decir, w; = A7"'w;. Si cometemos un error e; en los datos iniciales, éste se propagarfa de
forma que e; = A77'e; y para asegurar que el error permanece acotado, el radio espectral de la
matriz A debe ser menor o igual que 1. Los autovalores de la anterior matriz vienen dados por

i = 1 — 4)sen? (2(:11)> . Por tanto, obtenemos el siguiente resultado.
Proposiciéon. El método de diferencias progresivas para la ecuacion del calor unidimensional
es estable siempre que A < 0.5; es decir, siempre que 2c¢?k < h.
Por ejemplo, si tomamos h = 0.01 y ¢ = 10, debemos tomar k < 5 - 107> que puede resultar
demasiado pequeno si no queremos que se dispare el nimero de operaciones que debemos realizar.
Ejemplo: Vamos a usar el método de las diferencias progresivas para resolver la ecuacion
del calor

w(z,t) = Ugp(z,t), 0 <z <1, 0<t<0.2

que satisfaga las condiciones iniciales
u(z,0) =4 — 42, 0 <z <1,
y las condiciones de contorno
uw(0,t) =u(l,t) =0, 0 <t <0.2.

Si tomamos h = 0.2 y £k = 0.02 tenemos que A = 0.5. En este caso n = 6 y m = 11
obteniéndose que

Wi, j+1 = 2 (Wit1,; +wi—1;) parai=2,3,...,5.
En la siguiente tabla recogemos los resultados obtenidos:

T = 0.0 Lo = 0.2 T3 = 0.4 Ty = 0.6 I5 = 0.8 T — 1.0
t; = 0.00 | 0.000000 | 0.640000 | 0.960000 | 0.960000 | 0.640000 | 0.000000
to = 0.02 | 0.000000 | 0.480000 | 0.800000 | 0.800000 | 0.480000 | 0.000000
t3 = 0.04 | 0.000000 | 0.400000 | 0.640000 | 0.640000 | 0.400000 | 0.000000
t4 = 0.06 | 0.000000 | 0.320000 | 0.520000 | 0.520000 | 0.320000 | 0.000000
t5 = 0.08 | 0.000000 | 0.260000 | 0.420000 | 0.420000 | 0.260000 | 0.000000
t¢ = 0.10 | 0.000000 | 0.210000 | 0.340000 | 0.340000 | 0.210000 | 0.000000
t7 = 0.12 | 0.000000 | 0.170000 | 0.275000 | 0.275000 | 0.170000 | 0.000000
ts = 0.14 | 0.000000 | 0.137500 | 0.222500 | 0.222500 | 0.137500 | 0.000000
t9 = 0.16 | 0.000000 | 0.111250 | 0.180000 | 0.180000 | 0.111250 | 0.000000
110 = 0.18 | 0.000000 | 0.090000 | 0.145625 | 0.145625 | 0.090000 | 0.000000
t11 = 0.20 | 0.000000 | 0.072812 | 0.117813 | 0.117813 | 0.072812 | 0.000000

El método de diferencias regresivas. Para soslayar el inconveniente senalado en el método
anterior se utiliza una formula de diferencias regresivas para aproximar la derivada parcial con
respecto a t :

u(x,t) —u(z,t — k)
k
Realizando las sustituciones como en el caso de las diferencias progresivas, la ecuaciéon en difer-

encias que se obtiene es

w(z,t) =

+0 (k).

Wij = Wij—1 _ aWit1j = 2Wij ¥ Wicrj . 59
k h,2 ) ) Y )
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Si llamamos A = c?k/h? obtenemos
—>\w2‘_1,j + (1 + 2)\)wi7j - >\wi+1,j = Wi j-1 1= 2, 3, = 1.

Esta ecuacion se utiliza para calcular los valores de la fila 7 suponiendo que ya hemos calculado
los de la fila j—1. Obtenemos una relacién entre los vectores w; y w;_; de tipo lineal: Aw; = w;_1,
donde A es la matriz tridiagonal de dimensiones (n — 2) x (n — 2) dada por

[ 1420 =)
A 1422 =)
A 1+2)
A=
14+2) =)\
—A 142)

Para ir calculando sucesivamente las filas a partir de la primera, hay que resolver este sistema
de ecuaciones.
Proposiciéon. La matriz A es simétrica, definida positiva y de diagonal dominante. Sus

autovalores \; = 1 + 4\sen? (2(:;:1)) ,t=1,...,n — 1, son todos mayores o iguales a uno. Por
tanto, el método de diferencias regresivas es estable para todo .

A pesar de las ventajas anteriores, se debe tener en cuenta que el error de truncamiento local
tiene un término de O(k) por lo que los intervalos de tiempo deben ser mucho més pequenos

que los intervalos en el espacio.

El método de Crank-Nicholson. Para buscar un método cuyo error de truncamiento local
sea de orden O(k?) + O(h?) hay que usar una aproximacion para u(z,t) cuyo error sea de
orden O(k?). En el método de Crank-Nicholson esto se consigue aproximando la solucién de la
ecuacion del calor en puntos que estan entre las lineas de la cuadricula. Especificamente, usamos
la férmula de diferencias centradas para aproximar u(x,t + k/2)

» (x,t—i— g) _ u(x,t—l—k]i — u(z,t) L OM),

Por otro lado, aproximamos ., (z, t+k/2) promediando las aproximaciones a i, (z,t) y U, (2, t+

k)

2 h?
w(z + h,t) — 2u(z,t) + u(x — h,t)
+ 12

Uy (:L’,t—l—ﬁ) _ U(SL’—i—h,t—l—k)—2U(I,t+/{:)+u($—h7t+k>

+ O(h?).

Trabajando de forma similar a como lo hicimos para obtener el método de diferencias progresivas,
sustituimos estas aproximaciones en la ecuacién diferencial y despreciando los términos O(k?) y
O(h?), obtenemos

—)\wi_l,jﬂ + (1 + 2)\)wi7]’+1 — )\wi+17]’+1 = )\wi—l,j + (1 — 2)\)’&Ui7j + )\wiﬂ,j
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para i = 2,...,n — 1. Dado que los valores en la frontera son w; ; = w, ; = 0 para todo j, ahora

se tiene una relacién entre los vectores w; v w;y; que, como en los casos anteriores es de tipo
J i+ 3

lineal: Aw;41 = Bw,, donde A es la matriz tridiagonal, simétrica y de diagonal dominante

[ 1+20 -\
A 142" =X
-2 142X
A:
142\ =)
i A 1+2)
y la matriz B es
(120 ) |
A 1—2A\ A
A 1—2A
B =
1—2\ A
i A 1—2A |

Proposicién. El método de Crank-Nicholson es estable.

Ejemplo. Vamos a usar el método de Crank-Nicholson para resolver la ecuacién
w(x,t) = uge(z,t), 0 <z <1, 0<t<0.1
que satisfaga las condiciones iniciales
u(z,0) = sen(rz) +sen(37z) 0 < z < 1,
y las condiciones de contorno
w(0,t) =u(l,t) =0, 0 <t <0.1.

Tomamos como tamano h = 0.1 y k£ = 0.01 de manera que A = 1. Por tanto, n = 11 y m = 11.

Obtenemos en este caso la relacion

4 -1
-1 4 -1
-1 4 -1
-1 4
-1 4

12

Wij+1,2
Wj+1,3
Wjt1.4
Wjt1,5
Wj+1,6
Wj41,7
Wj+1,8
Wj+1,9
Wit1,10 |




— o
—_ o =

—_ O =
P e R

1
0
1

1
0
1

1
01
10
1

siendo w; 1 = u(z;,0) = sen(mwx;) + sen(37z;) = sen(w
En la siguiente tabla mostramos los resultados obtenidos:

— O =

)
Wy 3
Wy 4
Wi s
Wje
wj 7
Wj8
Wj.9

i—1)0.1) +sen(3w (i — 1) 0.1).

Wj10

To = 0.1 T3 = 0.2 Ty = 0.3 Iy = 0.4 Tg = 0.5 7 = 0.6 Trg = 0.7 Tg = 0.8 10 = 0.9
t1 | 1.118034 | 1.538842 | 1.118034 | 0.363271 | 0.000000 | 0.363271 | 1.118034 | 1.538842 | 1.118034
to | 0.616905 | 0.928778 | 0.862137 | 0.617659 | 0.490465 | 0.617659 | 0.862137 | 0.928778 | 0.616905
ts | 0.394184 | 0.647957 | 0.718601 | 0.680009 | 0.648834 | 0.680009 | 0.718601 | 0.647957 | 0.394184
ty | 0.288660 | 0.506682 | 0.625285 | 0.666493 | 0.673251 | 0.666493 | 0.625285 | 0.506682 | 0.288660
ts | 0.233112 | 0.425766 | 0.556006 | 0.625082 | 0.645788 | 0.625082 | 0.556006 | 0.425766 | 0.233112
te | 0.199450 | 0.372035 | 0.499571 | 0.575402 | 0.600242 | 0.575402 | 0.499571 | 0.372035 | 0.199450
t7 | 0.175881 | 0.331490 | 0.451058 | 0.525306 | 0.550354 | 0.525306 | 0.451058 | 0.331490 | 0.175881
ts | 0.157405 | 0.298131 | 0.408178 | 0.477784 | 0.501545 | 0.477784 | 0.408178 | 0.298131 | 0.157405
to | 0.141858 | 0.269300 | 0.369759 | 0.433821 | 0.455802 | 0.433821 | 0.369759 | 0.269300 | 0.141858
tio | 0.128262 | 0.243749 | 0.335117 | 0.393597 | 0.413709 | 0.393597 | 0.335117 | 0.243749 | 0.128262
t11 | 0.116144 | 0.220827 | 0.303787 | 0.356974 | 0.375286 | 0.356974 | 0.303787 | 0.220827 | 0.116144
Los resultados obtenidos con este método son buenas aproximaciones a la solucién exacta

que viene dada por

u(z,t) = sen(rz)e ™ + sen(3ma)e”

92t

que en la ultima fila son

| t11 | 0.115285 | 0.219204 | 0.301570 | 0.354385 | 0.372569 | 0.354385 | 0.301570 | 0.219204 | 0.115285 |

Las ecuaciones de Laplace y de Poisson. De las tres ecuaciones clasicas en derivadas
parciales, la mas dificil de resolver es la ecuacién de Laplace. A diferencia de las dos situaciones
anteriores, en este caso tenemos informacion sobre la funcién en todos los puntos de la frontera
del dominio. Esto hace que la busqueda de la solucién deba ser simultanea en todos los puntos
de la malla.

Dada una regién R del plano, el problema de Dirichlet consiste en hallar una solucion de la
ecuaciéon de Poisson

Uz (T, Y) + Uyy (2, y) = g(7,y), (z,y) € R

que satisfaga las condiciones de contorno
U(%y) = f(xvy)v (x,y) € 57

donde S es la frontera de R. Nosotros nos restringiremos al caso en que R es el rectangulo
R={(z,y):0<z<a, 0<y<b}.
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Para generar el método de diferencias finitas usamos las formulas de diferencias centradas
para las derivadas segundas:

w(x + h,y) — 2u(x,y) +u(z — h,
g (21)) = ( y) ;2 y) + u( y) o).

Uyy(T,y) = 12 +0 (k‘ ) .
Como antes, la idea es sustituir estas férmulas en la ecuacion de Poisson y eliminar los términos
de error para quedarnos con un sistema de ecuaciones lineales.
En el rectangulo R creamos una red de puntos eligiendo n nodos igualmente espaciados en
el intervalo [0, af

2, =(i—1Dh, i=1,2,...n,

siendo h = a/(n — 1); y m nodos igualmente espaciados en el intervalo [0, b]
yj = —Dk, j=1,2,....,m,

siendo k = b/(m—1). Por simplicidad supondremos que h = k. Determinaremos aproximaciones
a los valores reales de la solucién en cada uno de los nodos u(z;,y;) =~ w;; sustituyendo estas
aproximaciones en las férmulas para las derivadas segundas, eliminando los términos O (h?) y
estableciendo el correspondiente sistema de ecuaciones. La ecuacion en diferencias es

Wil = 2Wij + Wijoy | Wisty = 2Wij F Wity
h,2 h2 gl,]?

donde g; ; = g(x;,y;). Por consiguiente,
2
Wig1,j + W1 + W j41 +w;j—1 — 4w ; = h7g;

parai=2,3,...,n—1y j=2,3,..,m— 1. De esta forma el valor de w; ; depende de los valores
que se encuentran arriba, abajo, izquierda y derecha en la malla como se muestra a continuacion:

Wi-1j — Wiz = Wiyl

Esto nos deja un sistema de (n — 2) x (m — 2) ecuaciones con otras tantas incégnitas teniendo
en cuenta que los valores en la frontera vienen dados por la funcién f :

Wy; = -f(()?yj)? Wn,j = f(aayj)a ] = 1729"'am;
Wil = f(llfz,O), Wim = f(xz,b), 1=1,2,...,n.

El sistema anterior no esta escrito en la forma usual Aw = z. Para hacer esto se reordenan
los puntos interiores de la red enumerandolos consecutivamente de izquierda a derecha y de
abajo hacia arriba: p; es la aproximacién en el punto (z,¥s), ps es la aproximacién en el punto
(3,Y2), ... hasta terminar con los n — 2 puntos interiores de la fila m — 1. Entonces se pasa a
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la fila m — 2 de manera que p,_; es la aproximacion en el punto (z2,y3), p, es la aproximacion
en el punto (x3,ys) y asi sucesivamente. Para el caso n = m = 5 se obtiene una distribucién de
puntos como sigue

Was W35 Wis
W14 P7 Pbs Py W54
w1,3 P4 D5 Ps W53
W12 P1 P2 pP3  Wsp2
Wo1 W31 W43
De esta forma el sistema que se obtiene es
—4p1 +p2 +Pp4 = —Wy1 — Wi2+ h292,2
pr —4p2 +p3 +Ds = —ws1 + hgs2
+p2  —4p3 +D6 = —w41 — W52+ h*gso
P1 —4py  +ps +p7 = —wi3+ h’ga3
+p2 +ps —4ps  +pe +ps = h%gs3
D3 +ps  —4ps +py = —ws 3+ h*gu3
+Pa —4pr  +ps = —wa5 — wi4+ Moy
Ds +pr —dps  +py = —wss+ h*g34
+Ps +ps —4py = —was — ws4 + h*gy .

Ejemplo. Vamos a determinar la solucién aproximada de la ecuacién de Laplace ug, + uy,, = 0
en el rectangulo R = {(z,y) : 0 <x <4,0 <y <4}, donde u(x,y) denota la temperatura en
un punto (x,y), los valores en la frontera son

u(x,0) =20y u(r,4) = 180 para 0 < x < 4

u(0,y) =80 y u(4,y) =0 para 0 < y < 4.

Obtenemos en este caso el sistema

—A4py +po +py = —100
p1 —4p2 43 +ps =-20
+p2 —4ps +ps =-20
P1 —4py  +ps +p7 = —80

+p2 +ps —4ps  +pe +ps =
D3 +ps  —4ps +pg =0

+p4 —4pr  +ps = —260

Ps +pr —4ps  +py = —180

+ps +ps  —4py = —180.

Obteniéndose que las temperaturas en los puntos interiores son

[plapZap3ap4ap5ap6>p77p87p9] =

[55.7143,43.2143,27.1429, 79.6429, 70.0000, 45.3571, 112.857, 111.786, 84.2857] .
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Es decir, la distribucion de temperaturas en la placa viene dada por

180 180 180
80 pr=112.857 ps =111.786 py = 84.2857 0
80 ps=T79.6420 ps = 70.0000 pg=45.3571 0
80 pi =55.7143 p, = 43.2143 py = 27.1429 0
20 20 20

En general se obtiene un sistema de la forma Aw = 2z donde la matriz A es simétrica, definida
positiva, de diagonal dominante y tiene una estructura de bandas que es a la vez tridiagonal por

bloques:

D C
¢ D C
C D
A —
D C
- C D -
siendo C' la identidad de orden n — 2 y
o -
1 -4 1
1 —4
D —
-4 1
L 1 _4 -

Como en los casos anteriores, puede resolverse este sistema usando el método de eliminacién
de Gauss adaptandolo al hecho de que la matriz es de bandas, o la descomposicién de Cholesky.

CUESTIONES
Ejercicio 1. Calcule u (i, %) sabiendo que la funcién u es solucién de la ecuacion de ondas
U (T, 1) = uge(x,t), 0 <z <1, 0<t <1

que satisface las condiciones iniciales

u(z,0) = sen(mz), 0 <z <1,
w(z,0) = 0, 0<z<1,

y las condiciones de contorno
uw(0,t) =u(l,t) =0, 0 <t < 1.

(Nota: Use el método de D’Alembert)
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Ejercicio 2. Usando el método de diferencias finitas descrito para la ecuacién de ondas aprox-
imar %(0.2,0.5) siendo u la solucién del ejercicio 1, tomando k = At = 0.1 y h = Az = 0.25.

Ejercicio 3. Deducid las formulas 3 y 4.

Ejercicio 4. Consideremos la ecuacién de ondas
Ut (2, 1) = U (2, 1), 0 <z <@, 0<t<b
que satisfaga las condiciones iniciales

u(z,0) = f(x), 0<zx<a,
w(x,0) = g(z), 0 <z <a,

y las condiciones de contorno
uw(0,t) = u(a,t) =0, 0 <t <b.

Comprobad que si tomamos h = k en el método expuesto en esta leccién y los valores w; 1 y w; 2
son exactos, entonces la ecuacién 1 proporciona la solucién exacta.

Ejercicio 5. Resuelva la ecuacion del calor
w(x,t) = uge(,t), 0 <z <1, 0<t,
sujeta a las condiciones iniciales
u(z,0)=z(2—2x), 0 <z <1,
y las condiciones de contorno
u(0,t) =0, u(l,t) =0, 0 <t

Ejercicio 6. Consideremos la ecuacion del calor con condiciones de contorno no homogéneas
dada por
uy(,t) = upp(m,t), 0<x <a, 0<t<b

que satisfaga las condiciones iniciales
u(z,0) = f(z), 0 <z < a,
y las condiciones de contorno
u(0,t) = ¢, u(a,t) =d, 0 <t <b.

Encuentre un cambio de variable de la forma v(z, t) = u(x, t)+h(x) que transforma este problema
en uno con condiciones de contorno homogéneas.
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Ejercicio 7. Considérese la matriz de dimension m x m dada por

12\ )\
A 1T—=2\ )\
A 1—2)

1-2)0 A
A1-2x

Comprueba que para i = 1,...,m, sus autovalores son \; = 1 — 4Xsen? ( =~=— ) con sus corre-
peees My 2(m+1)

spondientes autovectores
v; = [sen (im/(m + 1)) ,sen (2in/(m + 1)) , ..., sen (min/(m + 1))]".
Ejercicio 8. Usando separacion de variables, resuelva la ecuacion

Uy (2, Y) + Uyy(z,9) = 0

que satisfaga las condiciones de contorno

u(z,0) = 0, 0<xz<2,
u(z,1) = 0, 0<x <2,
u(0,y) = 0, 0<y<1,
u(2,y) = sen(2my), 0 <y < 1.

PROBLEMAS

Problema 1. En este problema resolveremos numéricamente la ecuacién unidimensional del
calor en una barra de longitud L y difusividad térmica c*:

u(z,t) = ACuge(z,t) 0<z <L, t>0,

w(0,t) = w(L,t)=0 t>0,
u(x,0) = sen(mx) 0<xz<L.
7r2c2t
(1) Compruebe que u(z,t) = e 7 sen (%) es la solucién exacta del problema. Tomando
L =1y c® = 0.1 represéntela en el rectdngulo (x,t) € [0,1] x [0, 1] empleando la orden
surfl de Matlab e interprete el resultado.

(2) Disenie una funcién de Matlab que calcule la solucién de (0.6) en diferencias finitas emple-
ando la férmula de diferencias centradas para u,, para los valores de L y ¢? del apartado
anterior. Las entradas deben ser el niimero de sub-intervalos en la discretizacién espacial
(nx), la longitud del intervalo temporal (T) y el nimero de sub-intervalos en el tiempo
(nt). La salida debe ser la solucién wu,(x,t) en diferencias finitas y progresivas para .
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(3) Emplee la funcién anterior con nz = 4,7 = 1,nt = 10 y compare con la solucién exacta
dibujando u(0.5,t) con t € (0, 1). Repita el cdlculo con nz = 10, T'= 1y nt = 10. Explique
el resultado y encuentre unos valores apropiados de nx y nt.

(4) Disene una funcién de Matlab con las mismas entradas y salidas del apartado 2 que re-
suelva el problema empleando un esquema de diferencias centradas y regresivas para la
discretizacion de u,, y utilicela con los parametros del apartado 3.

(5) Qué algoritmo es mejor?
Problema 2. Resuelva la ecuacion del calor con condiciones de contorno mixtas:

u(x,t) = Auge(z,t) 0<z <1, t>0,

wp(0,4) = 0 t>0,
w(l,t) = 1 t>0,
u(r,0) = a? 0<z<l.

(1) ;Cudl es la solucién estacionaria de la ecuacién anterior?

(2) Para tener en cuenta la condicién aislante en = 0 en la resolucién numérica muestre que
basta introducir nodos adicionales en x, e imponer wy; = w;; para todo j. Teniendo en
cuenta este punto, escriba una funcion de Matlab que implemente un método explicito en
diferencias finitas.

(3) Aplique la funcién anterior con con ¢ = 0.1, T = 2, nt = 12 y nz = 6 y explique el
resultado.

(4) Disene una funcién de Matlab que implemente el método de Crank-Nicholson y apliquelo
con los mismo parametros del apartado anterior.

(5) {Cémo modificaria el programa si la condicién de contorno hubiera sido u,(0,¢) = 17

Problema 3. Considera la ecuacién de ondas de una cuerda eldstica sujeta en los extremos
pulsada y con velocidad inicial:

U (1) = Uge(x,t) O<z<l1,t>0,
u(z,0) = z(l —x) 0<z<l, (5)
w(x,0)= 1 0<z<l,
u(0,t) = u(l,t)=0 t>0.

(1) Disene una funcién de Matlab que resuelva la ecuacién de ondas en diferencias finitas
empleando una férmula de diferencias centradas para estimar w; o (ecuacién (0.5)).

(2) Emplee la funcién anterior tomando Az = 0.1 y At = 0.001. Dibuje e interprete la solucién.

(3) Sustituya en el programa anterior la forma de inicializar w; s por la expresién (0.3) y
compare los resultados.

(4) jPara qué valor de At con Az = 0.1 el esquema numérico empieza a fallar?
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(5) Demuestre que la soluciéon de D’Alembert para este caso es
1 1 T+t
u(a:,t):§(F(x+t)+F(x—t))+§/ G(s)ds,
r—t

donde F'(x) y G(z) son las extensiones impares de f(x) y g(x) con periodo 2, respectiva-
mente. Utilice este resultado para comprobar numéricamente las soluciones obtenidas.

Problema 4. Considere la ecuacién del telegrafista:

(T, 1) + 2u(x, t) + u = Cug,(z,t) 0<z <1, >0,

u(0,£) = 0 t>0,
u(1,£) =0 t>0,
u(z,0) =d(z —a) 0<a<l,
uy(z,0) =0 0<z<l,

donde 0(x — a) es la delta de Dirac.

(1) Compruebe que la solucion exacta es

u(zx,t) = Z Ane~tcos(wpt — ¢ )sen (nmx)

n=1

2
cos ¢

donde w, = nwe, ¢, = arctan <i> y A, = -sen (nma). Represente la solucion e

interprete el resultado.

(2) Para modelar la delta de Dirac basta con tomar un mallado espacial tal que en todos los
nodos la funcién se anule excepto en x = a donde vale 1/h, siendo h el espaciado en x.
Compruebe que este esquema verifica, numéricamente, las propiedades de la funcion delta
de Dirac:

/Olé(x—a)dzzl

/0 5(x — a)f(x)dz = f(a)

(3) Disene una funcién de Matlab que resuelva la ecuacion del telegrafista en diferencias finitas.
(4) Aplique la funcién anterior con valores adecuados de nx, T y nt.

(5) iPor qué no es vélida la solucién de D’Alembert? ;Qué ocurre si la condicién inicial es
u(z,0) =6(x —a)+d6(x —b) con 0 < a<b<1?
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