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Abstract
The development of predictive models is a line that has been studied extensively in recent
years due to its great utility for management and improvement in decision-making in
sectors of all kinds. Among the models currently used, the autoregressive integrated
processes of mobile media (ARIMA) constitute a family of predictive models widely used
since their popularization in the seventies, due to their simplicity due to their linear
nature. However, these models have serious limitations when it comes to preceding time
series whose behavior is far from linear. For this reason, in this work we will describe a
type of hybrid model, the integrated moving media autoregressive processes corrected by a
support vector regression machine (ARIMA-SVR), which include a non-linear factor that
helps to correct the limitations it presents. In addition, we will conclude our study by
comparing the two models in two practical examples.

JEL classification: C02;C22; C53

Keywords: Series temporales, Modelos predictivos, ARIMA, Máquinas de
vector soporte

Resumen
El desarrollo de modelos predictivos es una lı́nea investigadora que se encuentra en auge
en los últimos años debido a su gran utilidad para la gestión y la mejora en la toma de
decisiones en sectores de todo tipo. De entre todos los modelos, los procesos integrados au-
torregresivos de medias móviles (ARIMA) constituyen una familia de modelos predictivos
ampliamente utilizados desde su popularización en los años setenta, debido a su simpleza
por su carácter lineal. Sin embargo, estos modelos tienen serias limitaciones a la hora de pre-
cedir en series temporales cuyo comportamiento se aleja del carácter lineal. Por ello, en este
trabajo describiremos un tipo de modelo hı́brido, los procesos integrados autorregresivos de
medias móviles corregidos por una máquina de vector soporte de regresión (ARIMA-SVR),
que incluyen un factor no lineal que ayude a corregir las limitaciones que presenta. Además,
concluiremos nuestro estudio comparando los dos modelos en dos ejemplos prácticos.
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2.3.1. Máquinas de vector soporte de regresión (SVR) . . . . . . . . . . . . . 21
2.3.2. Modelo hı́brido ARIMA-SVR. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 22

3. Descripción de las bases de datos 24
3.1. Serie temporal de precio del megavatio/hora en España . . . . . . . . . . . . 24
3.2. Serie temporal de casos de SARS-COV-2 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 24

4. Ejemplos prácticos 26
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1. Introducción

El desarrollo de modelos predictivos es uno de los sectores que cuenta actualmente con
mayor atención por parte de los investigadores de todo el mundo. La consecución de mo-
delos matemáticos que sean capaces de modelar y predecir los valores futuros de una serie
temporal se convierte en objetivo fundamental en muchos sectores como el económico, el
agroalimentario, el sanitario, el sector energético y un largo etcétera, ya que los avances en
este área permiten tanto al ámbito público como al privado una mejor gestión de recursos
y una mejora significativa en la toma de decisiones. Por tanto, podemos encontrar un sinfı́n
de publicaciones actuales en los que se desarrollan desde los modelos lineales más sencillos
a los no lineales más complejos.

Podemos hacer una gran división en los modelos predictivos, considerando por un lado
los modelos autorregresivos que se basan sólo en los valores de la serie temporal observada,
y por otro los modelos con variables exógenas que ayuden a explicar el comportamiento de
la variable observada. En los primeros es en los que se enmarca nuestro trabajo. La principal
ventaja de estos modelos con respecto a los modelos que incluyen variables exógenas es que
son sencillos de manejar, ya que sólo necesitamos llevar un registro fiable de los valores de la
variable observada, sin necesidad de medir otros aspectos del entorno. Además, los modelos
autorregresivos nos permiten observar las propiedades de la serie temporal objeto de estu-
dio, permitiéndonos encontrar patrones en su comportamiento, y ayudándonos, en caso de
encontrar un sistema fiable, a adelantarnos a los valores futuros de la serie. Concrétamente
este trabajo estará basado en la comparación de los procesos integrados autorregresivos de
medias móviles (ARIMA) con un modelo hı́brido, los procesos integrados autorregresivos de
medias móviles corregidos por una máquina de vector soporte de regresión (ARIMA-SVR).

Los procesos ARIMA son una familia de modelos basados en la relación lineal existente
entre las observaciones de una serie temporal y su pasado más cercano y son de frecuente
uso en todos los ámbitos cientı́ficos debido a su simpleza a la hora de formularlos y a las
ventajas de interpretación que ofrecen siendo dando una idea muy intuitiva del compor-
tamiento de la serie temporal que pretende modelar. Aunque tienen su origen en los años
30, se popularizaron aún más después de que George E. P. Box y Gwilym M. Jenkins pu-
blicaran su metodologı́a sobre como modelar series temporales con procesos ARIMA (Box
and Jenkins, 1976). De hecho, a dı́a de hoy podemos encontrar publicaciones recientes sobre
el tema (Mehmood et al., 2019; Hernandez-Matamoros et al., 2020; Jamil, 2020; Yang and
O’Connell, 2020).

Sin embargo, aunque el carácter lineal ofrece ventajas con respecto a la simplificación de
los modelos, en muchas ocasiones tienen grandes limitaciones para modelar de manera fia-
ble la realidad de la variable que pretende replicar, sobretodo cuando las series temporales
presentan muchos picos y cambios de tendencia. Por ello, desde hace unos años están sur-
giendo modificaciones sobre los procesos ARIMA que ayuden a corregir su comportamiento
añadiendo una parte no lineal al modelo que permita ajustarse mejor a la realidad.

En este escenario se presentan los modelos ARIMA-SVR, un modelo hı́brido que busca
equilibrar la simpleza que aporta la linealidad de los ARIMA con el mejor ajuste que da
el carácter no lineal de los modelos SVR. Sobre este concepto podemos encontrar diversas
publicaciones (Wang et al., 2018; Xu et al., 2018; Sujjaviriyasup and Pitiruek, 2013) en las
que se muestralos modelos ARIMA-SVR como una ventaja significativa con respecto a los
procesos ARIMA.

Por tanto, este trabajo estará organizado con un primer capı́tulo de metodologı́a en que
se introducen los conceptos básicos necesarios, ası́ como se describirán de forma exhaustiva
ambos modelos, un segundo capı́tulo donde en el que se hace mención a las series tempo-
rales que se emplearán para la comparación de los modelos, un tercer capı́tulo que recogerá
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tanto ejemplos prácticos de cómo se construyen los modelos, como una sección de compa-
ración de resultados, y un último capı́tulo de conclusiones.

2



2. Metodologı́a

Esta sección estará dedicada al desarrollo de los diferentes modelos predictivos conside-
rados para este trabajo. En primer lugar haremos un pequeño resumen sobre los conceptos
básicos de series temporales que serán necesarios, para continuar describiendo los modelos,
pasando desde los modelos lineales más sencillos a los no lineales más complejos.

2.1. Introducción a las series temporales

En este apartado se presenta una pequeña introducción acerca de los conceptos previos
sobre series temporales necesarios para el desarrollo de los diferentes modelos predictivos
que serán tratados a lo largo de este trabajo. Las definiciones dadas a continuación están
recopiladas de (González Casimiro, 2009; Brockwell and Davis, 2006).

En primer lugar, empezaremos definiendo que es una serie temporal.

Definición 2.1 Una serie temporal es una muestra de T ∈N observaciones, ordenadas y distri-
buidas de forma equidistante a lo largo del tiempo de una (univariante) o varias (multivariante)
variables de interés.

En este trabajo nos centramos en las series temporales univariantes. La definición 2.1 es
muy intuitiva y podemos pensar en una serie temporal como un registro en el que vamos
almacenando el dato de nuestra variable observada en cada instante t. Es muy importante
incidir en el detalle de que se trata de una muestra ordenada en el tiempo, ya que, a dife-
rencia de otros ámbitos en los que se trabaja con muestras poblacionales, el orden en que
suceden los acontecimientos afecta directamente a la estructura y las caracterı́sticas de la
serie. En la figura 1 se muestran tres ejemplos de series temporales con separación temporal
trimestral, mensual y diaria respectivamente.

(a) Valor del PIB en España. (b) Número de vehı́culos matricu-
lados en España.

(c) Precio del MWh en España.

Figura 1: Representación gráfica de tres series temporales.

Por lo tanto, todo modelo predictivo se basa en buscar alguna expresión que sea capaz de
reproducir las caracterı́sticas de la serie temporal que se observa. Esta expresión puede de-
pender de la propia variable observada o de otras variables recogidas a la vez que pudieran
tener relación con el valor de la variable dependiente. En nuestro estudio, nos centramos en
los modelos autorregresivos.

Definición 2.2 Sea Yt una serie temporal de T ∈ N elementos. Sea f : Rk −→ R la función
empleada para modelar Yt. Diremos que f representa un modelo autorregresivo si y sólo si se da
la relación

Ŷt = f (Yt−1,Yt−2, ...,Yt−k) .
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La definición 2.2 implica que el modelo depende tan sólo del pasado de la variable de
estudio. Según la definición de f se pueden diferenciar modelos lineales y no lineales, los
cuales serán descritos en secciones venideras.

Ası́ pues, podemos deducir que las caracterı́sticas de la serie temporal son las que indican
que tipo de función se adapta mejor para reproducirla, por lo que no existe un único método
que sea el mejor para todos los casos. Pero, ¿qué determina las caracterı́sticas de una serie
temporal? Para resolver esta cuestión introducimos el concepto de proceso estocástico.

Definición 2.3 Un proceso estocástico Yt es una sucesión de T variables aleatorias relacionadas
entre sı́, que comparten una ley de distribución conjunta.

Aunque esta definición no exija que la sucesión esté ordenada temporalmente, noso-
tros sólo vamos a considerar procesos estocásticos cuyas variables están ordenadas de for-
ma equidistante en el tiempo. Un proceso estocástico está caracterizado por su función de
distribución conjunta, F (Y1, ...,YT ) o por sus momentos. Entre sus momentos, de especial
importancia son la esperanza, E [Yt] = µt ∈ R, la varianza VAR [Yt] = E

[
(Yt −µt)2

]
y la cova-

rianza, cov(Yt,Ys) = E [(Yt −µt) (Ys −µs)], conceptos ampliamente utilizados en la teorı́a de la
probabilidad y de los procesos estocásticos.

Desde este punto de vista de la definición 2.3, podemos ver una serie temporal como
una realización muestral de un proceso estocástico, siendo cada uno de los datos que la
componen un resultado puntual de cada una de las variables aleatorias que conforman el
proceso estocástico. Por lo tanto, buscar un modelo que se ajuste a la serie temporal y consiga
predecir sus valores futuros es equivalente a buscar el proceso estocástico que ha generado la
serie temporal. Sin embargo, modelar y predecir una serie temporal es difı́cil en general, por
ello nos centraremos en las series temporales que estén generadas por procesos estocásticos
estacionarios.

Definición 2.4 Sea Yt un proceso estocástico y F su función de distribución conjunta. Diremos
que un proceso estocástico es estacionario en sentido estricto si y sólo si para cualquier subconjunto
de variables aleatorias

(
Yt1 , ...,Ytn

)
∈ Yt y cualquier h ∈Z.

F
(
Yt1 ,Yt2 , ...,Ytn

)
= F

(
Yt1+h

,Yt2+h
, ...,Ytn+h

)
.

La condición de estacionariedad en sentido estricto es muy fuerte matemáticamente ha-
blando, por lo que nos conformaremos con que los procesos estocásticos sean estacionarios
en sentido amplio.

Definición 2.5 Sea Yt un proceso estocástico. Diremos que Yt es estacionario en sentido amplio
si y sólo si

a) E [Yt] = µ <∞ para todo t = 1, ...,T .

b) VAR [Yt] = σ2 <∞ para todo t = 1, ...,T .

c) Sean (Ys,Ym), variables aleatorias del proceso estocástico Yt con distancia temporal h ∈ Z,
entonces

cov (Ys,Ym) = E [Ys −µ] [Ym −µ] = γ|s−m| = γh <∞.

Es decir, la covarianza entre dos variables aleatorias de Yt sólo depende de la distancia temporal
que existe entre ellos.
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En general, los conceptos de covarianza y correlación nos indican la relación existente
entre dos variables aleatorias y como afecta el comportamiento de una a la otra. Este con-
cepto se puede aplicar a los procesos estocásticos estacionarios, adaptándolo en este caso
como las funciones de autocovarianza y autocorrelación, las cuales nos indican la relación
que tienen las variables aleatorias que forman el proceso estocástico entre si.

Definición 2.6 Sea Yt un proceso estocástico estacionario con E [Yt] = µ. Definiremos la función
de autocovarianza como

γh = cov (Yt,Yt+h) = E [(Yt −µ) (Yt+h −µ)] ,

para h = 0,1,2,3, ... la diferencia temporal entre las variables aleatorias.

De la definición 2.6 podemos obtener trivialmente dos conclusiones.

a) En primer lugar, para h = 0, se tiene γ0 = VAR [Yt].

b) La función de autocovarianza es simétrica,

γh = E [(Yt −µ) (Yt+h −µ)] = E [(Yt−h −µ) (Yt −µ)] = γ−h.

A partir de la función de autocovarianza definimos la función de autocorrelación. La
función de autocorrelación de un proceso estocástico estacionario mide el grado de correla-
ción lineal que existe entre dos variables aleatorias separadas h periodos. Matemáticamente
lo definimos como sigue.

Definición 2.7 Sea Yt un proceso estocástico estacionario, sea γh su función de autocovarianza.
Definimos la función de autocorrelación como

ρh =
γh√

VAR [Yt]VAR [Yt]
=

γh√
γ0γ0

=
γh
γ0

.

Tras las definiciones relacionadas con los procesos estocásticos estacionarios debemos
tener en cuenta que tanto los momentos como las funciones de autocovarianza y correlación
son conceptos teóricos que a priori no conocemos, ya que, recordamos que vamos a tratar
las series temporales como una realización muestral de un proceso estocástico desconocido.
Por lo tanto, tenemos que estimar estos momentos con los datos que conocemos de la serie
de la siguiente forma:

a) µ̂ = 1
T

T∑
t=0

Yt.

b) γ̂0 = 1
T

T∑
t=0

(Yt − µ̂)2.

c) γ̂h = 1
T

T∑
t=0

(Yt − µ̂) (Yt+h − µ̂) para h = 1,2, ...,T .

d) ρ̂ =
γ̂h
γ̂h

para h = 1,2, ...,T .
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Por último para terminar esta sección, vamos a definir un tipo de proceso estocástico
estacionario que tiene una gran relevancia en el campo de las series temporales y los modelos
predictivos, el ruido blanco.

Definición 2.8 Sea ϵt un proceso estocástico. Diremos que ϵt es un proceso estocástico si y sólo si
se cumple que

a) E [ϵt] = 0 para todo t.

b) VAR [ϵt] = σ2 para todo t.

c) cov (ϵs,ϵm) = 0 para todo s,m con s ,m.

En lo que sigue, nos referiremos a un proceso de ruido blanco con la notación ϵt ∼
RB

(
0,σ2

ϵ

)
donde σ2

ϵ es la varianza del proceso de ruido blanco ϵt. En la figura 2 vemos
representados dos procesos de ruido blanco de diferente longitud y con distintos valores de
σ2.

(a) Ruido blanco con T = 100000 y σ2 = 1. (b) Ruido blanco con T = 1000 y σ2 = 15.

Figura 2: Representación gráfica de dos procesos de ruido blanco.

2.2. Procesos ARIMA

En nuestro recorrido por los diferentes modelos predictivos, comenzamos dedicando esta
sección a una familia de modelos lineales conocida como procesos autorregresivos integra-
dos de medias móviles (ARIMA). Para ello, comenzaremos describiendo los modelos más
sencillos, procesos autorregresivos (AR) y de medias móviles (MA), para terminar constru-
yendo los procesos autorregresivos de medias móviles (ARMA) y finalmente los procesos
ARIMA. Las definiciones y demostraciones de esta sección están basadas en (González Ca-
simiro, 2009; Brockwell and Davis, 2006; Uriel Jı́menez, 1991).

2.2.1. Procesos AR(p)

Vamos a comenzar definiendo los procesos autorregresivos de orden p (AR(p)).

Definición 2.9 Sea Yt un proceso estocástico con E[Yt] = 0, y p ∈N el orden del proceso auto-
rregresivo. Entonces, definimos un proceso autorregresivo de orden p (AR(p)) como un proceso
estocástico que sigue la relación

Yt =
p∑

i=1

φiYt−i + ϵt, donde ϵt ∼ RB
(
0,σ2

ϵ

)
.
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En la definición 2.9 hemos tomado un proceso estocástico de media cero para facilitar la
comprensión y las demostraciones que se presentan a continuación. Esta asunción es arbitra-
ria, y podemos definir un proceso AR(p) con media distinta de cero utilizando la expresión

Yt = φ0 +φ1Yt−1 +φ2Yt−2 + ...+φpYt−p + ϵt.

Para comenzar a estudiar las propiedades de los procesos AR(p), vamos a comenzar con-
siderando los procesos AR(1) para tener una primera intuición.

• PROCESOS AR(1)

Siguiendo la definición 2.9, tenemos que un proceso AR(1) se define según la expresión

Yt = φYt−1 + ϵt, (1)

y vamos a comprobar que condiciones debe cumplir el parámetro φ para que el proceso
AR(1) sea estacionario en sentido amplio. Para ello, tendremos que probar cada uno de los
puntos de la definición 2.5.

a) En primer lugar, tenemos que comprobar que E[Yt] = µ <∞. Tomemos pues la esperanza
de nuestro proceso

E [Yt] = E [φYt−1 + ϵt] , (2)

utilizando la linealidad de la esperanza, y teniendo en cuenta que ϵt ∼ RB(0,σ2
ϵ ), obtene-

mos
E [Yt] = φE [Yt−1] , (3)

si agrupamos ahora en el lado izquierdo y tomamos la hipótesis de que el proceso sea
estacionario, obtenemos

(1−φ)E [Yt] = 0, (4)

de donde se obtiene de forma trivial que

E [Yt] =
0

1−φ
. (5)

Del procedimiento descrito en (2)-(5) obtenemos que para que se cumpla la estacionarie-
dad débil en media, debe ser φ , 1.

b) Para ver si se cumple la segunda condición vamos a calcular la varianza del proceso
AR(1). Comencemos por tanto tomando

VAR[Yt] = E
[
(Yt −E [Yt])

2
]
. (6)

Sustituimos el término Yt por su expresión, teniendo en cuenta que estamos definiendo
el proceso AR(1) con espereanza cero

VAR[Yt] = E
[
(φYt−1 + ϵt)

2
]
, (7)

desarrollando los cuadrados y agrupando convenientemente

VAR[Yt] = φ2E
[
Y 2
t

]
+E

[
e2
t

]
+ 2E [Ytet] , (8)
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ahora, teniendo en cuenta que ϵt ∼ RB(0,σ2
ϵ ) y que Yt y ϵt son independientes, podemos

escribir
VAR[Yt] = φ2E

[
Y 2
t

]
+ σ2

ϵ , (9)

para terminar, tomamos la hipótesis de que Yt es estacionario para ver que condición
debemos poner sobre φ

VAR[Yt] = γ0 =
σ2
ϵ

1−φ2 . (10)

Por lo tanto, deducimos que para darse la condición γ0 <∞, necesariamente deducimos
de (6)-(10) que |φ| < 1.

c) Por último, tenemos que comprobar que la función de autocovarianza también es finita
y que su valor sólo depende de la posición entre las variables aleatorias del proceso. Para
ello, tomemos la definición de γh

γh = E [(Yt −E [Yt]) (Yt+h −E [Yt+h])] . (11)

Como estamos considerando un proceso estocástico de esperanza cero, tenemos

γh = E [YtYt+h] , (12)

empleamos la definición del proceso AR(1) sobre el término Yt+h

γh = E [Yt (φYt+h−1 + et+h)] , (13)

empleando la linealidad de la esperanza obtenemos

γh = φE [YtYt+h−1] +E [Ytet+h] , (14)

utilizando la definición de la función de autocovarianza y la independencia entre Yt y ϵt,
obtenemos

γh = φγh−1. (15)

De las ecuaciones (11)-(15) hemos obtenido una expresión recursiva que podemos resu-
mir en

γh = φhγ0, (16)

por lo que podemos concluir, en primer lugar que γh <∞ ya que para que sea un proceso
estacionario |φ| < 1, y en segundo lugar, vemos que la autocovarianza entre dos variables
aleatorias sólo depende de la distancia temporal entre ellas.

Por lo tanto, concluimos que un proceso AR(1) será estacionario si y sólo si |φ| < 1. En la figu-
ra 3 se muestra la representación gráfica de diferentes procesos AR(1) para distintos valores
de φ. Podemos comprobar como cuando φ se acerca a 1, la función de autocorrelación tarda
más en decrecer. Por tanto, una primera intuición visual para saber si un proceso AR(1) es
estacionario es comprobar si la función de autocorrelación decae rápidamente.

Una vez hemos analizados los procesos AR(1), podemos entender los modelos AR(p) co-
mo una generalización de ellos. Cabe destacar, que a veces en lugar de la definición 2.9 se
expresan los procesos AR(p) en función del operador de retardos. El operador de retardos,
L, se define como un operador tal que YtL = Yt−1.Por lo tanto, podemos definir un proceso
AR(p) como

(1−L−L2 − ...−Lp)Yt = ϵt con ϵt ∼ RB(0,σ2
ϵ ). (17)

De aquı́ podemos definir el polinomio autorregresivo de la siguiente forma.
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(a) Proceso AR(1), φ = 0,3. (b) Función autocorrelación para proceso AR(1),
φ = 0,3.

(c) Proceso AR(1), φ = −0,5. (d) Función autocorrelación para proceso
AR(1), φ = −0,5.

(e) Proceso AR(1), φ = 0,9. (f) Función autocorrelación para proceso
AR(1), φ = 0,9.

Figura 3: Representación gráfica de diferentes procesos AR(1) y su función de autocorrela-
ción.

Definición 2.10 Sea Yt un proceso autorregresivo que sigue la ecuación (17). Llamaremos poli-
nomio autorregresivo al polinomio

Φp(L) = (1−L−L2 − ...−Lp),

donde el vector
(
φ1, ...,φp

)
es conocido como el vector de parámetros autorregresivos.

Aunque en general las demostraciones son más complejas para el caso p ≥ 2, podemos
seguir la misma técnica para obtener tanto la esperanza, como las funciones γh y ρh. Como
principal resultado sobre la estacionariedad de los procesos AR(p) podemos encontrar el
siguiente teorema.
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Teorema 2.1 Diremos que un proceso AR(p) con p ∈ N es estacionario si y sólo si Φp(L) tiene
todas sus raı́ces fuera del cı́rculo unidad.

La demostración de este teorema es muy compleja matemáticamente hablando, por lo que
la omitiremos en este trabajo. Aún ası́, visualmente podemos tener la misma intuición, y
comprobaremos que la función de autocorrelación desciende rápidamente cuando el proce-
so AR(p) es estacionario, y desciende muy lentamente cuando no es estacionario. Cuando el
polinomio Φp(L) tiene alguna raı́z dentro del cı́rculo unidad, diremos que el proceso AR(p)
tiene una raı́z unitaria. En la figura 4 podemos ver la comparación entre dos procesos AR(3),
estacionario y no estacionario respectivamente.

(a) AR(3) estacionario. (b) AR(3) no estacionario.

Figura 4: Representación gráfica de la función de autocorrelación para dos procesos AR(3).

2.2.2. Procesos MA(q)

Los modelos de medias móviles de orden q (MA(q)) se engloban dentro de los modelos
lineales que están siendo objeto de estudio en esta sección, y están definidos de la siguiente
forma.

Definición 2.11 Sea Yt un proceso estocástico y ϵt ∼ RB(0,σ2ϵ). Diremos que Yt es un proceso
de medias móviles si y sólo si se tiene que

Yt =
q∑
j=i

θjϵt−j + et.

Al igual que ocurre en en los procesos AR(p) la pregunta que deberı́amos hacernos es
que condiciones tenemos que imponer a los valores de θj para cumplir la condición de
estacionariedad. Nuevamente, vamos a centrarnos primero en describir el caso MA(1) para
ver como funcionan este tipo de procesos de forma sencilla.

• PROCESOS MA(1)

Siguiendo la definición 2.11,un MA(1) está definido como Yt = θϵt−1 + ϵt. Vamos a com-
probar las condiciones de θ para que un proceso MA(1) sea estacionario.

a) Empecemos comprobando la condición sobre la esperanza.

E[Yt] = E [θϵt−1 + ϵt] . (18)
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Empleando la linealidad de la esperanza, obtenemos

E[Yt] = θE[ϵt−1] +E[ϵt], (19)

y como ϵt ∼ RB(0,σ2ϵ), tenemos que

E[Yt] = 0 para todo θ ∈R. (20)

Por lo tanto de (18)-(20) obtenemos que la esperanza es constante y finita para cualquier
valor de θ.

b) Pasemos ahora a comprobar si la varianza es finita y constante.

VAR(Yt) = E
[
(Yt −E[Yt])

2
]
, (21)

sabemos que E[Yt] = 0, por lo tanto, tenemos

VAR(Yt) = E[Y 2
t ], (22)

y utilizando la definición del proceso MA(1),

VAR(Yt) = E
[
(θϵt−1 + ϵt)

2
]
, (23)

desarrollamos el cuadrado de la esperanza y separamos por linealidad

VAR(Yt) = θ2E
[
(ϵt−1)2

]
+E

[
(ϵt)

2
]
+ 2θE [ϵtϵt−1] , (24)

por último, dada la definición de ruido blanco

VAR(Yt) = σ2
ϵ

(
θ2 + 1

)
. (25)

De las ecuaciones (21)-(25) deducimos que la varianza será constante y finita para cual-
quier θ ∈R.

c) Una vez hemos comprobado el valor de θ para la varianza (γ0), tenemos que comprobar
el valor para γh con h ≥ 1. Vamos a proceder de forma recursiva, comenzando con γ1.

γ1 = E [YtYt−1] . (26)

Sustituimos Yt por su expresión,

γ1 = E [(θϵt−1 + ϵt) (θϵt−2 + ϵt−1)] , (27)

desarrollando el producto, y empleando la linealidad de la esperanza

γ1 = E [ϵtϵt−1] +θ2E [ϵt−1ϵt−2] +θE
[
ϵ2
t−1

]
+θE [ϵtϵt−2] . (28)

Aplicando las propiedades del ruido blanco, tenemos

γ1 = θσ2
ϵ . (29)

Ahora, seguimos el mismo procedimiento con γ2.

γ2 = E [(θϵt−1 + ϵt) (θϵt−3 + ϵt−2)] , (30)
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y desarrollando igual que en el caso anterior

γ2 = E [ϵtϵt−2] +θE [ϵtϵt−3] +θE [ϵt−1ϵt−2] +θ2E [ϵt−1ϵt−3] . (31)

Debido a las propiedades del ruido blanco, en el que cov(ϵs,ϵm) = 0 para s , m, conclui-
mos

γ2 = 0. (32)

Ahora bien, si continuamos con la progresión veremos que siempre nos quedan covarian-
zas cruzadas, por lo que

γh = 0 para todo h ≥ 2. (33)

Recapitulando toda la información retenida de las ecuaciones (26)-(33), tenemos que γh
es finita para todo h, y además depende tan sólo de la posición temporal relativa entre
las variables aleatorias del proceso MA(1) que estamos considerando

De todo esto podemos deducir que los procesos MA(1) son siempre estacionarios para todo
θ ∈ R. Además, podemos ver que la función de autocovarianza, y por tanto de autocorrela-
ción, decaen a cero para h ≥ 2. En la figura 5 podemos observar ejemplos de procesos MA(1)
junto a sus funciones de correlación.

(a) Proceso MA(1), θ = 0,5. (b) Función autocorrelación para proceso MA(1),
θ = 0,5.

(c) Proceso MA(1), θ = −0,8. (d) Función autocorrelación para proceso
MA(1), θ = −0,8.

Figura 5: Representación gráfica de diferentes procesos MA(1) y su función de autocorrela-
ción.

Al igual que hicimos con los procesos AR(p), una vez desarrollados los procesos MA(1)
estamos en disposición de generalizar hacia los procesos MA(q). En este caso, la condición
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de estacionariedad se puede generalizar de los procesos MA(1), siendo todo proceso MA(q)
estacionario para un q finito. Para comprobarlo basta ver que, para cualquier proceso MA(q)
su esperanza es nula al ser suma de variables de ruido blanco, la varianza será finita y cons-
tante, sólo hay que utilizar la demostración realizada para los procesos MA(1) y tener en
cuenta que, aunque aparezcan más términos, todos los términos de covarianza cruzada que
aparezcan son cero, por lo que nos quedará un valor finito y constante. Por último, por el
mismo motivo, la función γh <∞ para 0 ≤ h ≤ q, y γh = 0 para h ≥ q+ 1. Por lo tanto, además
tendremos que la función de autocorrelación será nula a partir del término q + 1, igual que
ocurrı́a en el caso MA(1). En la figura 6 podemos ver la función de autocorrelación para un
proceso MA(2) y un proceso MA(3).

(a) MA(2). (b) MA(3).

Figura 6: Representación gráfica de la función de autocorrelación para dos procesos MA(2)
y MA(3) .

Por último, tal y como sucede con los procesos AR(p), podemos escribir los procesos
MA(q) en función al operador de retardos, de forma que tendremos que un proceso es-
tocástico es un proceso de medias móviles si y sólo si podemos escribirla como

Yt = (1 +L+L2 + ...+Lq)ϵt, (34)

o utilizando el polinomio de medias móviles,

Yt = Θq(L)ϵt. (35)

2.2.3. Procesos ARMA(p,q)

La definición de los procesos ARMA(p,q) viene derivada directamente de la definición
de los procesos AR(p) y de los procesos MA(q). Por lo tanto vamos a considerar su definición
de la siguiente forma.

Definición 2.12 Sea Yt un proceso estocástico de media cero, sean p,qN y sea ϵt ∼ RB(0,σ2
ϵ ).

Diremos que Yt es un proceso ARMA(p,q) si y solo si se tiene que

Yt =
p∑
i=i

φiYt−i +
q∑

j=1

θjϵt−j + ϵt.

Al igual que sucedı́a con los procesos AR(p), hemos tomado Yt como un proceso estocástico
de media cero por simplicidad, pero no tiene por qué ser ası́ en general. Por lo tanto, tan
sólo tendremos que añadir a la definición 2.12 un término φ0.
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Es habitual encontrar la definición de los procesos ARMA en función del operador de
retardos,

Φp(L)Yt = Θq(L)ϵt. (36)

Esta definición más compacta puede servir de gran ayuda en diferentes resultados ya que,
a pesar de tratarse de un operador, Φp(L) y Θq(L) cumplen las mismas propiedades que los
polinomios.

La pregunta lógica en este punto puede ser qué condición debe cumplir un proceso
ARMA(p,q) para ser estacionario. Dada su definición, podemos deducir de forma trivial que
los procesos ARMA(p,q) se basan en una parte autorregresiva y otra de medias móviles. De
la misma forma, hemos visto que un proceso MA(q) con q ∈N siempre es estacionario, por
lo que la condición de estacionariedad recaerá en su parte autorregresiva. Por consiguiente,
como consecuencia directa del teorema 2.1 tendremos el siguiente teorema.

Teorema 2.2 Diremos que un proceso ARMA(p,q) con p,q ∈N es estacionario si y sólo si Φp(L)
tiene todas sus raı́ces fuera del cı́rculo unidad.

De manera análoga a lo que sucedı́a en los procesos AR(p), cuando Φp(L) tiene una raı́z
de modulo 1, decimos que el proceso ARMA(p,q) tiene una raı́z unitaria, y por tanto, no es
un proceso estacionario.

Como ejemplo concreto de proceso ARMA(p,q) vamos a describir uno de los modelos
más utilizados los procesos ARMA(1,1).

• PROCESOS ARMA(1,1)

Empleando la definición 2.12, diremos que un proceso ARMA(1,1) es un proceso que
sigue la expresión

Yt = φYt−1 +θϵt−1 + ϵt.

Aplicando los teoremas 2.1 y 2.2, sabemos que el proceso ARMA(1,1) será estacionario si
y sólo si |φ| < 1. En cuanto a los momentos del proceso estocástico, tenemos que para un
ARMA(1,1) estacionario

a) En cuanto a la esperanza, por definición tenemos

E[Yt] = φE[Yt−1] +θE[ϵt−1] + ϵt,

de donde se tiene
(1−φ)E[Yt] = 0,

y en consecuencia
E[Yt] = 0.

b) Ahora, con respecto a la función de autocovarianza,

γ0 = E
[
Y 2
t

]
= E

[
(φYt−1 +θϵt−1 + ϵt)

2
]
,

si desarrollamos el cuadrado y utilizamos la linealidad de la esperanza

γ0 = φ2E[Y 2
t−1] +E[ϵ2

t ] +θ2E[ϵ2
t−1] + 2φE[Yt−1et] + 2φE[Yt−1ϵt−1] + 2θE[ϵtϵt−1],

calculando y agrupando, teniendo en cuenta que las covarianzas cruzadas son cero, tene-
mos

γ0 = φ2γ0 + σ2
ϵ +θ2σ2

ϵ + 2φθσ2
ϵ ,
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despejando γ0, tenemos

γ0 =
σ2
ϵ +θ2σ2

ϵ + 2φθσ2
ϵ

1−φ2 .

c) Para calcular γ1, vamos de nuevo a la definición

γ1 = E [YtYt−1] ,

sustituimos Yt para ponerlo en función de Yt−1

γ1 = E [(φYt−1 +θϵt−1 + ϵt)Yt−1] ,

empleando el mismo procedimiento que en el caso anterior

γ1 = φE[Y 2
t−1] +θE [Yt−1ϵt−1] +E[Yt−1ϵt],

por último sustituimos cada término por su valor

γ1 = φγ0 +θσ2
ϵ .

Para calcular el resto, sólo hay que tener en cuenta que

E[Yt−1ϵt−1] = E [(φYt−2 +θϵt−2 + ϵt−1)ϵt−1] = φE[Yt−2ϵt−1] +θE[ϵt−1ϵt − 2] +E[ϵ2
t−1] = σ2

ϵ .

En la figura 7 encontramos una representación de un proceso ARMA(1,1) y su corres-
pondiente función de autocorrelación.

(a) Proceso ARMA(1,1). (b) Función de autocorrelación de proceso
ARMA(1,1)

Figura 7: Representación gráfica de un proceso ARMA(1,1) y su función de autocorrelación.

2.2.4. Procesos ARIMA(p,d,q)

Para finalizar este primer repaso por los modelos lineales, llegamos a los procesos ARIMA(p,d,q).
Durante todo este apartado siempre hemos tenido una pregunta en la cabeza, ¿ es estaciona-
rio el proceso estocástico que estamos tratando? Ya dijimos, que en general es difı́cil modelar
una serie temporal, o desde un punto de vista estocástico, es difı́cil encontrar el proceso es-
tocástico que genera la serie temporal que es objeto de estudio. Pero, ¿ existe alguna forma de
transformar un proceso estocástico no estacionario en uno estacionario? Pues en esta sección
responderemos a esta pregunta.
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Imaginemos que tenemos un proceso estocástico ARMA(p,q) que no es estacionario, lo
que implica según el teorema 2.2 que su polinomio de autocorrelación Φp(L) tiene al menos
una raı́z unitaria. Supongamos por simplicidad, que el proceso ARMA(p,q) tiene una raı́z
unitaria. Como sabemos por la ecuación (36), el proceso ARMA(p,q) se puede describir como

Φp(L)Yt = Θq(L)ϵt.

Podemos escribir el polinomio Φp(L) en función de sus raı́ces L1,L2,...,Lp−1,1 de la forma
siguiente

(1−L−1
1 L)(1−L−1

2 L) · · · (1−L−1
p−1L)(1−L)Yt = Θq(L)ϵt. (37)

si aunamos los p − 1 primeros factores en un único polinomio Φp−1(L), tenemos en conse-
cuencia que se debe cumplir la expresión

Φp−1(L)(1−L)Yt = Θq(L)ϵt, (38)

si aplicamos el operador de retardos, llegamos a la expresión

Φp−1(L)(Yt −Yt−1) = Θq(L)ϵt. (39)

donde el término (Yt − Yt−1) = ∆Yt representa las primeras diferencias del proceso Yt. Sa-
bemos por construcción que Φp−1(L) no tiene raı́ces unitarias por lo que ∆Yt es un proce-
so ARMA(p − 1,q) estacionario. De este modo, hemos conseguido transformar un proceso
no estacionario en uno estacionario a través de una diferenciación. Si generalizamos la de-
mostración, podemos conseguir el mismo resultado para un proceso ARMA(p,q) que tenga
d ∈N raı́ces unitarias. De aquı́ surge la definición de proceso ARIMA(p,d,q).

Definición 2.13 Diremos que Yt es un proceso integrado de orden d ∈N, si Yt es un proceso no
estacionario, pero su diferenciación de orden d, ∆dYt, es un proceso ARMA(p−d,q) estacionario.
Yt es también conocido como un proceso ARIMA(p,d,q).

Tras definir los procesos ARIMA(p,d,q), estamos en disposición de poder emplearlos, y
para ello el siguiente paso será, dada una serie temporal, identificar que tipo de proceso es
la que la produce, lo cual será presentado en la siguiente sección.

2.2.5. Identificación de los procesos ARIMA(p,d,q)

Durante toda esta sección se ha desarrollado una visión estocástica de las series tempo-
rales. Hemos visto, que una serie temporal se puede ver como una realización muestral de
un proceso estocástico estacionario, pero, ¿ cómo podemos identificar que proceso estocásti-
co genera la serie temporal sobre la que estamos trabajando? Para resolver esta pregunta
para el caso de procesos ARIMA(p,d,q), se desarrolló una metodologı́a conocida como la
metodologı́a Box-Jenkins (Box and Jenkins, 1976).

La metodologı́a Box-Jenkins se basa en un total de cinco puntos a seguir que se resumen
en

(1) Identificación. El primer paso será identificar el proceso ARIMA(p,d,q) que pueda ge-
nerar nuestra serie temporal. Esto es equivalente a encontrar el valor de (p,d,q) que nos
de una serie temporal lo más similar a la original.

(2) Estimación. Una vez identificados los valores para (p,d,q), tenemos el posible proceso
ARIMA(p,d,q) que ha generado nuestra serie temporal, ası́ que el siguiente paso será el
de estimar los valores φ̂i , θ̂j .
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(3) Validación. Tras la estimación de los parámetros, tenemos que validar el modelo a través
de sus residuos.

(4) Predicción. Para finalizar, después de estimar y validar el modelo, podemos predecir los
valores futuros de la serie temporal.

A continuación vamos a ahondar en cada uno de los pasos de la metodologı́a Box-Jenkins.

(1) Identificación.

El primer paso de la metodologı́a Box-Jenkins es identificar el proceso estocástico que
genera nuestra serie temporal. Queremos que nuestro proceso estocástico sea al menos esta-
cionario en sentido amplio, es decir, desearı́amos que nuestra serie temporal tenga varianza
y esperanza constante.

Para el análisis de la varianza normalmente se usa un método gráfico. Representamos la
serie temporal y observamos la dispersión en torno a la media, si la dispersión se mantiene
constante, la varianza de la serie temporal es constante en el tiempo. Sin embargo, si tenemos
un cambio en la dispersión de la serie temporal, podemos deducir que la varianza no es
constante. Otro método numérico que se puede emplear es separar la serie temporal en
tramos de igual longitud y calcular la varianza muestral, si obtenemos valores similares en
cada tramo, podemos asumir que la varianza de la serie es constante. En la figura 8 podemos
observar el ejemplo de una serie estacionaria en varianza y no estacionaria en varianza.

En el caso de que la serie temporal no sea estacionaria en varianza, se suelen emplear
ciertas transformaciones estabilizadoras que ayuden a obtener una serie temporal estacio-
naria en varianza. Las más habituales son las conocidas como transformaciones Box-Cox
(Box and Cox, 1964), entre las que destacan las raı́ces cuadradas, las fuciones inversas o
las transformaciones logarı́tmicas, siendo estas últimas el caso más habitual en las series
econométricas debido a que no suelen contener valores negativos ni nulos.

(a) Ejemplo de serie temporal estacionaria en
varianza.

(b) Ejemplo de serie temporal no estacionaria
en varianza.

Figura 8: Representación gráfica de series temporales estacionaria y no estacionaria en va-
rianza.

En cuanto a la estacionariedad en media consiste en comprobar si la serie temporal tiene
raı́ces unitarias. Como se ha descrito en el apartado anterior, un proceso ARIMA(p,d,q) no
estacionario se puede convertir en un proceso estacionario mediante la diferenciación. Por lo
tanto, bastará saber cuántas raı́ces unitarias tiene nuestra serie temporal para diferenciarla y
obtener una serie generada por un proceso estacionario, estimando ası́ el valor d del proceso
ARIMA(p,d,q) que buscamos.
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Normalmente para detectar las raı́ces unitarias se utilizan diferentes test estadı́sticos en-
tre los que destacan algunos como el test de Dickey-Fuller (Dickey and Fuller, 1979), el test
de Dickey-Fuller aumentado (ADF), el test de Phillips-Perron(Phillips and Perron, 1988) o
el test Kwiatkowski-Phillips-Schmidt-Shin (KPSS) (Kwiatkowski et al., 1992), donde cada
uno tiene su propia hipótesis nula para concluir si tenemos o no raı́ces unitarias en nues-
tra serie temporal. En este trabajo se utiliza la versión aumentada de Dickey-Fuller, cuya
hipótesis nula es que la serie de estudio contiene una raı́z unitaria y por ende no proviene
de un proceso estacionario. La descripción del test no es compleja, pero se considera que
está fuera de la temática del TFM, por lo que se puede encontrar en (González Casimiro,
2009; Brockwell and Davis, 2006).

Ası́ pues, ya podemos identificar el término d del candidato a proceso ARIMA(p,d,q)
que ha generado la serie de estudio. Para calcular p y q debemos introducir en primer lugar
el término de función de correlación parcial.

Definición 2.14 Sean Ym,Ym+h dos variables aleatorias de un proceso estocástico separadas en h
periodos. Definimos el valor de autocorrelación parcial como la correlación lineal entre ambas va-
riables, eliminando la dependencia lineal de Ym con respecto a todas las variables Ym+1,...,Ym+h−1.

Dada la definición 2.14, podemos considerar los coeficientes de la función de autocorre-
lación parcial como los coeficientes de la regresión

Ym+h = δ+α1Ym+h−1 +α2Ym+h−2 + ...+αhYm,

por lo tanto, esto implica que si consideramos un proceso AR(p), los coeficientes de la fun-
ción de autocorrelación parcial serán cero a partir del término p+ 1.

Tras esta observación ya sabemos la forma que tendrı́an las funciones de autocorrela-
ción y autocorrelación parcial para el caso de los procesos AR(p), MA(q) y ARMA(p,q), lo
cual será de gran ayuda a la hora de identificar los posibles valores de p y q. En el cuadro
1 se recoge un resumen del comportamiento de las funciones de autocorrelación (FAC) y
autocorrelación parcial (FACP).

PROCESO FAC FACP
AR(p) Decrece rápidamente sin anularse 0 a partir del valor p+ 1
MA(q) 0 a partir del valor q+ 1 Decrece rápidamente sin anularse

ARMA(p,q) Decrece rápidamente sin anularse Decrece rápidamente sin anularse

Cuadro 1: Comportamiento de las funciones de autocorrelación (FAC) y autocorrelación
parcial (FACP).

En la introducción vimos como se puede estimar la función de autocorrelación a través
de la serie temporal, y de la misma forma, podemos estimar la función de autocorrelación
parcial para identificar el proceso ARMA(p,q) que estamos buscando. La representación de
ambas funciones estimadas se denomina correlograma y suele estar implementado en los
diferentes programas de software. En la figura vemos representación de correlogramas para
distintos procesos ARMA(p,q).

La identificación a través de correlogramas no es una ciencia exacta, teóricamente podrı́amos
tomar como valores p y q los últimos valores significativamente no nulos de las funciones
estimadas F̂ACP y F̂AC respectivamente. Sin embargo, podemos ver como en la figura 9c
tenemos el correlograma de un proceso estocástico ARMA(1,1) generado por un software,
sin embargo podrı́amos también identificarlo como un modelo ARMA(1,2). Por tanto, para
elegir el modelo, se suele observar el correlograma y obtener información de los posibles
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(a) AR(2).

(b) MA(3).

(c) ARMA(1,1).

Figura 9: Correlogramas de diferentes procesos ARMA(p,q).

modelos que podrı́an haber generado nuestra serie temporal, para posteriormente utilizar
algún criterio que nos permita elegir un modelo concreto. Los criterios más empleados son el
criterio de información Bayesiano (BIC) (Schwarz, 1978), el criterio de Akaike (AIC) (Akai-
ke, 1974) y el criterio de Akaike corregido (AICC), que penaliza la sobreparametrización.
Matemáticamente se calculan

BIC = −2log(L) + klog(T ),

AIC = 2k − log(L),

AICC = AIC +
2k2 + 2k
T − k − 1

,

donde T es la longitud de la serie, k es la suma de los parámetros empleados, y L el valor
máximo de la función de verosimilitud para ese modelo. Como todos los modelos incluyen
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el término −log(L), y normalmente se busca elegir el valor de los parámetros que maximice
la función de verosimilitud, elegiremos el modelo que minimice el valor del criterio que
estamos empleando.

(2) Estimación.

Una vez determinado el proceso ARIMA(p,d,q) elegido para recrear nuestra serie tem-
poral, es necesario estimar los valores φi , θj . Existen diferentes métodos de estimación de
parámetros para los procesos ARIMA(p,d,q), entre los que podemos destacar el algoritmo de
Burg, el algoritmo de innovación o el algoritmo de Hannan-Rissanen. Este último, consisten-
te en una estimación a priori de los parámetros de un proceso AR(m) para un m > máx{p,q}
con el que poder generar una serie de residuos ϵ̂t ∼ RB(0,σ2

ϵ ), para posteriormente hacer
una estimación a posteriori de los parámetros φi , θj del proceso ARMA(p,q) que estamos
estudiando mediante mı́nimos cuadrados es el que hemos implementado en este trabajo.
Los diferentes tipos de algoritmos de estimación a los que hacemos mención se pueden en-
contrar en el capı́tulo 5 de (Brockwell and Davis, 2006).

(3) Validación.

Con nuestro modelo identificado y estimado, el último paso antes de poder predecir va-
lores futuros es validar el modelo. Para validar el modelo, deberemos comprobar dos pasos,
el primero comprobar que los coeficientes φ̂i , θ̂j estimados son estadı́sticamente significati-
vos, y el segundo que el residuo generado por el modelo sea ruido blanco.

Para comprobar si los coeficientes φ̂i , θ̂j son estadı́sticamente significativos, basta con
realizar sobre cada uno de ellos un contraste de hipótesis del tipo

H0 : β = 0
Para β ∈ {φ̂i}i ∪ {θ̂j}j .

H1 : β , 0

Para este contraste normalmente se utiliza el estadı́stico t ∼N (0,1).
En la validación del residuo del modelo, el primer paso es estimar este residuo ϵ̂t. Para

ello, se aplica emplea el modelo para hacer una estimación de los valores de la serie temporal
que estamos estudiando, y se calcula

ϵ̂t = Yt − Ŷt para cada t ∈ [p+ 1,T ] .

Ahora tendremos que hacer un primer contraste de hipótesis similar al descrito en el paso
anterior para saber si E[ϵ̂t] = 0.

Una vez sabemos si la esperanza del residuo es significativamente cero, tenemos que ver
si es estacionario en varianza. Para conseguirlo, lo más habitual es comprobar la gráfica de
representación del residuo y comprobar si la media de las desviaciones se mantiene cons-
tante sobre cero. De ser ası́, podemos asumir que el residuo tiene varianza constante.

Por último, tendremos que comprobar si el residuo está producido por un proceso inco-
rrelado, es decir, si la covarianza entre dos términos cualesquiera de la serie es nula. Para
hacerlo de forma sencilla, podemos utilizar la función de autocorrelación y de autocorrela-
ción parcial, ya que el proceso estocástico será incorrelado si y sólo si estas dos funciones
tienen valores estadı́sticamente nulos, lo que implica que ϵ̂t será ruido blanco si sus funcio-
nes de autocorrelación y autocorrelación parcial tienen valores por debajo de 1,96√

T
, siendo T

la longitud de la serie.
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(4) Validación. El último paso, una vez identificado y estimado el proceso ARIMA(p,d,q)

que genera una serie Yt diferenciado d veces, y tras ser validado, podremos utilizar el mode-
lo para estimar valores futuros de la serie temporal, de forma que, si tenemos una serie con
T elementos, podemos estimar

ŶT+1 =
p∑

i=1

φ̂iYT−i +
q∑

j=1

θ̂j ϵ̂T−j + ϵT+1.

2.3. Modelos ARIMA-SVR

Tras el desarrollo mostrado a lo largo de toda la sección anterior de los procesos ARIMA(p,d,q),
daremos el salto de los modelos lineales a los modelos no lineales. En esta sección desarro-
llaremos los modelos ARIMA-SVR, un modelo hı́brido que combina el modelo lineal que
nos aportan los procesos ARIMA(p,d,q) sobre la variable objeto de observación, con una
corrección del error cometido por el sistema a través de las máquinas de vector soporte de
regresión (SVR).

Por lo tanto, en esta sección comenzaremos describiendo los modelos SVR, para pos-
teriormente describir el modelo hı́brido que usaremos en este trabajo. Las definiciones y
resultados de esta sección se han extraido fundamentalmente de (Du and Swamy, 2013;
Velásquez et al., 2010; Sujjaviriyasup and Pitiruek, 2013; Wang et al., 2018).

2.3.1. Máquinas de vector soporte de regresión (SVR)

Los modelos de máquinas de vector soporte de regresión (SVR) son un tipo de Machi-
ne Learning proveniente de una adaptación de las máquinas de vectores de soporte (SVM),
algoritmo empleado normalmente para problemas de clasificación en problemas no sepa-
rables mediante algún hiperplano. En nuestro trabajo, vamos a emplear los modelos SVR
como un modelo de regresión que nos servirá para ajustar el error cometido por modelos
lineales.

Consideremos un conjunto

D = {(xi , yi) ∈Rn ×R con i = 1, ...,N } ,

tal que cada xi es un conjunto de variables predictoras e yi es su correspondiente salida. Con
los modelos SVR buscamos conseguir una estimación no linal de la forma

ŷi = w′Ψ (xi) + b, (40)

donde w ∈Rn es un vector de coeficientes, conocido como vector de pesos, b ∈R es una cons-
tante, y la función Ψ una función no lineal desconocida. Por lo tanto, para definir nuestro
modelo tendremos que estimar los valores de w y de b, para lo cual se minimiza la función
de perdida definida como

mı́n
1
2
||w||2 +C

N∑
i=1

||yi − ŷi ||ϵ (41)

donde ||x||ϵ = máx{0, ||x||−ϵ} para un ϵ > 0 y C > 0. Esta definición de norma es la que adapta
el concepto de máquina de vector soporte al caso de la regresión. Al igual que ocurre en
los problemas de clasificación donde se usan modelos SVM, y en contra de los modelos de
regresión habituales, no se busca minimizar una función de pérdida en función del error,
si no que se permite un margen alrededor del valor real de la variable observada para el
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Figura 10: Tubo de ϵ de modelo SVR

cual el error se considera cero. Esto queda representado en la figura 10, donde todas las
observaciones en rojo se consideran con un error cero al estar dentro del margen establecido
por el valor de ϵ.

Si a la ecuación (41) le añadimos variables de holgura ξi ,ξ
∗
i ≥ 0 y tomamos en cuenta el

margen que estamos tomando para el error, podemos formular el problema de minimización
como

mı́n
w,ξ,ξ∗

1
2
||w||2 +C

N∑
i=1

(
ξi + ξ∗i

)
subjet to

{
ŷi − yi ≤ ϵ+ ξi ,
yi − ŷi ≤ ϵ+ ξ∗i ,

(42)

de forma que cuando el error es menor que ϵ, las variables ξi ,ξ
∗
i = 0. La ecuación (42) nos

deja un problema de programación cuadrática, al cual podemos aplicar la técnica de los
multiplicadores de Lagranje, para finalmente llegar a la expresión a minimizar

mı́n
α,α∗

1
2

N∑
i=1

N∑
j=1

(
αi −α∗i

)(
αj −α∗j

)
k(xi ,xj) +

N∑
i=1

(
αi −α∗i

)
yi +

N∑
i=1

(
αi +α∗i

)
ϵ, (43)

sujeto a las condiciones 
∑N

i=1

(
αi −α∗i

)
= 0,

0 ≤ αi ,α
∗
i ≤ C,

(44)

La función k que aparece en (43) se conoce como función Kernel y cumple la condición
k(xi ,xj) = Ψ (xi)′Ψ (xj). Por otro lado, los valores αi ,α

∗
i son los multiplicadores de Lagran-

ge. Finalmente, (43)-(44) queda formulado como un problema de programación cuadrática,
cuya solución se puede sustituir en (40) dando lugar a la aproximación final que buscamos

ŷi =
N∑
j=1

(αj −α∗j )k(xj ,xi) + b, (45)

los valores (αj −α∗j ) , 0 son los llamados vectores de soporte.

2.3.2. Modelo hı́brido ARIMA-SVR.

Una vez descritos los modelos SVR vamos a desarrollar el concepto del modelo hı́brido
entre los procesos ARIMA(p,d,q) de carácter lineal, y los modelos SVR de carácter no lineal.
La idea principal sobre la que gira este concepto es la de usar un factor corrector sobre el
error de predicción que provocan los modelos ARIMA(p,d,q).

Recordemos, que el error de un proceso ARIMA(p,d,q) debe estar incorrelado, pero eso
sólo implica que no habrá relaciones lineales entre el error cometido en diferentes etapas,
sin embargo, esto no evita que podamos buscar otro tipo de relaciones en él que nos ayude
a predecir que error deberı́a cometer nuestro sistema, ayudándonos por tanto a corregirlo.
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Ası́ pues, si tenemos una serie temporal Yt, diremos que el modelo ARIMA-SVR sigue la
expresión

Ŷt+1 = L̂t+1 + ât+1 + ϵt+1, (46)

donde L̂t+1 es la predicción lineal realizada por el proceso ARIMA(p,d,q) sobre la serie
temporal, y ât+1 es la estimación realizada sobre el error por el modelo SVR.

Por lo tanto, para estimar y entrenar este algoritmo, tendremos en primer lugar que esti-
mar el proceso ARIMA(p,d,q) idóneo para nuestra serie temporal, tal y como se desarrolló
en la sección de identificación de modelos, calcular el residuo del mismo, y entrenar con él
la máquina de vector soporte de regresión, probando diferentes números de retardos para el
error, es decir, probando con diferentes longitudes en el vector de entrada para quedarnos
con la que minimice el error. Una vez está el proceso ARIMA(p,d,q) estimado y el modelo
SVR entrenado, podemos usar la expresión (46) para predecir valores futuros de nuestra
variable observada.
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3. Descripción de las bases de datos

Una vez descritos los algoritmos ARIMA y ARIMA−SVR, pasamos a describir las bases
de datos que utilizaremos para aplicar sendos modelos como ejemplo práctico.

Vamos a utilizar dos series temporales distintas, una primera serie del ámbito económico
que recoge el precio diario del megavatio/hora en España, y una segunda enmarcada en el
sector sanitario, la cual recoge el número de nuevos casos diarios de infectados por SARS-
COV-2 en Italia.

En ambos casos emplearemos todos los datos disponibles hasta el 31 de diciembre de
2021 para construir nuestros modelos, empleando enero del año 2022 como espacio tempo-
ral en el que ejecutar las predicciones y comparar ambos modelos. Las predicciones tendrán
un horizonte temporal a corto plazo (24 horas), y en las gráficas, cada punto será una pre-
dicción puntual realizada con los datos actualizados hasta el dı́a anterior.

La elección de una serie temporal en el ámbito de la economı́a y otra en un sector tan
separado de este como es el sanitario no es arbitrario. Normalmente, los procesos ARIMA
aparecen asociado al mundo de la economı́a y la econometrı́a, y con este segundo ejemplo
queremos demostrar que se pueden extrapolar y emplear en otros campos, siempre que las
series temporales estén tratadas de forma adecuada. Tras esto, pasamos a describir cada una
de las series temporales un poco más en profundidad.

3.1. Serie temporal de precio del megavatio/hora en España

En febrero del año 2022 estalló en el norte de Europa un conflicto bélico entre Rusia y
Ucrania. Como consecuencia de este hecho, toda Europa y gran parte del mundo se sumie-
ron en una gran crisis energética que provocó una subida de producción de energı́a a unos
niveles inéditos en la historia reciente del mundo, repercutiendo directamente en el precio
del consumidor.

En España, este tema está más candente que nunca, ya que la subida en el precio del
megavatio/hora ha llevado al gobierno a buscar una solución con la Unión Europea en lo
que se ha conocido como excepción ibérica. Dados estos acontecimientos, se ha considerado
la serie temporal del precio del megavatio/hora en España una serie de interés en el ámbito
económico.

Ası́ pues, disponemos de una serie temporal que contiene datos en el periodo compren-
dido entre el 01 de enero de 2021 y el 31 de agosto de 2022. Como se describe en el previo,
hemos utilizado los datos recogidos entre las fechas 01 − 01 − 2021 y 31 − 07 − 2022 para
construir nuestro modelo, utilizando el último mes como periodo para validar y comparar
los resultados obtenidos. La serie temporal es pública y los datos se pueden encontrar en
https://www.epdata.es.

3.2. Serie temporal de casos de SARS-COV-2

A principios del año 2020 el mundo se vio paralizado por la llegada de un nuevo virus
conocido como SARS-COV-2, el cual propició una pandemia mundial cuyas consecuencias
han sido las más devastadoras de la historia reciente. Por ello, desde el inicio de esta crisis
sanitaria se necesitó del desarrollo de modelos predictivos sobre el número de casos que
ayudaran en la planificación dentro del sistema sanitario. Dada la atención que ha captado
desde su aparición, hemos elegido la serie temporal de nuevos infectados por SARS-COV-2
en Italia como serie de interés fuera del ámbito económico.

La elección de Italia para centrar el foco de nuestro estudio no es casual, ya que fue el
primer paı́s en el que se detectó la nueva enfermedad en Europa, y por ello, disponemos de
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una serie temporal más larga. Por tanto, disponemos de una serie temporal con datos desde
el 31 de enero de 2020 hasta el 30 de enero de 2022, disponiendo ası́ de dos años completos
de información ininterrumpida.

Como ha sido mencionado en el previo, utilizaremos los datos desde 31−01−2020 hasta
31 − 12 − 2021 para construir nuestro modelo, y el último mes de la serie para validar y
comparar los resultados. Los datos de la serie temporal son públicos y podemos encontrarlo
en la dirección https://ourworldindata.org.
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4. Ejemplos prácticos

En esta sección vamos a recoger la aplicación de los modelos sobre las series temporales
descritas en la sección 3. La sección se distribuirá en un primer apartado en el que explicare-
mos los criterios de comparación que vamos a emplear, para continuar con un epı́grafe en el
que construiremos paso a paso los dos modelos en cada caso, y terminaremos comparando
los resultados obtenidos en base a los criterios descritos.

4.1. Criterios de comparación

Para comparar los resultados obtenidos por los procesos ARIMA y ARIMA-SVR vamos a
utilizar una serie de criterios descriptivos ampliamente utilizados en el sector de los mode-
los predictivos y que están basados en el error cometido por el sistema.

Concretamente, vamos a utilizar el error medio absoluto (MAE), el error cuadrático me-
dio (RMSE), el porcentaje de error absoluto simétrico (sMAPE), el error de escala absoluta de
media (MASE) y el coeficiente de determinación (R2). Para definir estos criterios matemáti-
camente, vamos a considerar yt una serie temporal de longitud T y ŷt la estimación de yt.
Podemos describir los diferentes criterios descriptivos como

MAE =

T∑
t=1

|yt − ŷt |

T
.

RMSE =

√√√√√√√√ T∑
t=1

(yt − ŷt)2

T
.

sMAPE =
1
T

T∑
t=1

|yt − ŷt |(
|yt |+ |̂tt |

)
/2

.

MASE =
1
T

∑T
t=1 |yt − ŷt |

1
T−1

∑T
t=2 |yt − yt−1|

.

R2 = 1−
VAR(yt − ŷt
VAR(yt)

.

Una vez definidos los criterios que utilizaremos, vamos a pasar a estimar los modelos.

4.2. Construcción de los modelos

En este apartado vamos a construir los procesos ARIMA para cada una de las series
temporales descritas siguiendo la metodologı́a descrita en el epı́grafe 2.2.5. Posteriormente
ajustaremos el modelo ARIMA-SVR, calculando el número de entradas que debe tener la
máquina de vector soporte.

Para la identificación del proceso ARIMA(p,d,q) utilizaremos el software Stata. Por otro
lado, debido a su versatilidad para el trato de series temporales, tanto para construir el
modelo ARIMA(p,d,q)−SVR, como para calcular las predicciones, utilizaremos el software
R. Tanto el archivo do con los pasos para la identificación de los modelos, como las funciones
implementadas en R para calcular las predicciones están añadidas en el anexo.
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• Serie precio megavatio/hora en España

El primer paso para construir un proceso ARIMA(p,d,q) es la identificación, es decir,
tendremos que comprobar si la serie del precio del megavatio/hora en España (en adelante
Lt) es estacionaria o no. En la figura 11a está representada la serie temporal LT , y como
podemos ver, la serie no tiene una media muestral constante y su varianza cambia con el
paso del tiempo. Lo habitual en estos casos es tomar una de las transformaciones Box-Cox,
y como es habitual en variables económicas, vamos a tomar la transformación logarı́tmica
representada en la figura 11b. Podemos observar como se ha estabilizado la varianza de la
serie, pero aún debemos de comprobar si es estacionaria o no.

(a) Serie temporal Lt . (b) Serie temporal log(Lt).

Figura 11: Serie temporal del precio megavatio/hora en España antes y después de la trans-
formación logarı́tmica.

Realicemos en primer lugar una inspección visual al correlograma de la serie. En la fi-
gura 12 vemos el correlograma de la serie log(Lt), el cual muestra un descenso muy lento
en la función de autocorrelación con valores cercanos a la unidad. De forma teórica, esto
indica la existencia de una raı́z unitaria, por lo que tendremos que pasar a estudiar la serie
diferenciada ∆log(Lt).

Tras la diferenciación de la serie, podemos comprobar que su comportamiento ha cam-
biado, visualmente en la figura 13 podemos observar como los valores se mueven en torno
a su valor medio situado en el cero manteniendo las desviaciones con respecto al mismo
constantes. Aunque la gráfica de la serie puede hacernos pensar que la ya es estacionaria,
debemos realizar un test ADF para contrastarlo.

Stata por defecto no nos da el número de retardos óptimos que debemos añadir en el test,
pero podemos probar modelando la serie temporal como distintos modelos AR(p), eligiendo
el retardo que menor valor nos de en el criterio AIC. En el cuadro 2 podemos ver como
el resultado del test ADF nos permite rechazar la hipótesis nula de la existencia de raı́z
unitaria, permitiéndonos asumir que la serie ∆log(Lt) es estacionaria.

Test Statistic 1% 5% 10%
Z(t) -10.77 -3.43 -2.86 -2.57

Cuadro 2: Resultado test ADF en Stata para serie ∆log(Lt)

En este momento hemos identificado d = 1 y estamos en disposición de estimar el valor
de p y q para el proceso ARIMA(p,1,q). Si observamos el correlograma de ∆log(Lt) que
aparece en la figura 14, podemos notar que existen valores significativos hasta el valor 7 en
la función FAC, y en torno al 6 de la FACP. Por lo tanto, vamos a utilizar el criterio AIC y el
criterio BIC para determinarnos por el modelo que tenga el menor valor de estos criterios.
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Figura 12: Representación del correlograma de la serie log(Lt).

Figura 13: Serie temporal ∆log(Lt).

En el cuadro 3 se muestra el resultado de la estimación de un proceso ARIMA para distintos
valores de p y q, siendo elegido finalmente el proceso estocástico ARIMA(4,1,6) .

Presentamos la estimación con Stata en el cuadro 4. Podemos observar como el valor L5
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Figura 14: Representación del correlograma de la serie log(Lt).

MODELO AIC BIC
ARIMA(4,1,7) 92.566 144.840
ARIMA(5,1,7) 94.293 150.922
ARIMA(6,1,7) 100.677 161.662
ARIMA(4,1,6) 90.998 138.915

Cuadro 3: Valores de los criterios AIC y BIC para diferentes procesos ARIMA sobre la serie
∆log(Lt).

para la parte de medias móviles no es significativo, pero el resto si que son estadı́sticamente
distintos de 0. Por ende, cuando calculemos en R el valor de la predicción, pasaremos ese
valor como un valor no nulo.

El último paso que nos queda es la validación del modelo. A través del correlograma y la
representación de los residuos podemos ver claramente como se trata de un ruido blanco. La
representación tanto de lo la gráfica como del correlograma de los residuos queda ilustrada
en la figura 15.

Tras la construcción del proceso ARIMA(4,1,6) tenemos que estimar el modelo SVR que
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D.lluz Coefficient std. err. z P > |z| [95% conf. interval]
ar

L1. 0.7322399 0.0290629 25.19 0 0.6752776 0.7892022
L2. -1.403937 0.0258169 -54.38 0 -1.454538 -1.353337
L3. 0.7624153 0.025975 29.35 0 0.7115053 0.8133253
L4. -0.9239528 0.0276166 -33.46 0 -0.9780803 -0.8698252
ma
L1. -0.8908446 0.033534 -26.57 0 -0.9565702 -0.8251191
L2. 1.104977 0.0378447 29.2 0 1.030802 1.179151
L3. -0.7809778 0.0477536 -16.35 0 -0.8745732 -0.6873824
L4. 0.4341131 0.0489993 8.86 0 0.3380763 0.5301499
L5. 0.0451572 0.037162 1.22 0.224 -0.027679 0.1179934
L6. -0.3476224 0.0376882 -9.22 0 -0.4214898 -0.2737549

/sigma 0.2561251 0.0035463 72.22 0 0.2491745 0.2630758

Cuadro 4: Estimación del proceso ARIMA(4,1,6) para ∆log(Lt) por Stata.

(a) Residuos del modelo ARIMA(4,1,6). (b) Correlograma de los residuos
del modelo ARIMA(4,1,6).

Figura 15: Representación de residuos para proceso ARIMA(4,1,6) y su correspondiente
correlograma.

servirá de corrector para el error del modelo. Para ello hemos separado el periodo empleado
para estimar en dos partes, una primera con los datos del intervalo 01 − 01 − 2021 hasta
30−06−2022, y la segunda con los datos entre las fechas 01−07−2021 hasta 31−07−2022.
Con la primera parte, calculamos el error cometido por el ARIMA(4,1,6) y utilizamos la
segunda para estimar el número de entradas que debemos darle a la máquina de vector
soporte. Para ello, se prueba el modelo con vectores de entradas de dimensión en el intervalo
[1,25] en la parte SVR y elegimos la que nos devuelva menor error cuadrático medio. En este
caso, se determina que los vectores de entrada para la máquina de vector soporte deben tener
dimensión 7 y tendrá la forma (ϵ̂t−1, ϵ̂t−2, ..., ϵ̂t−6) para cada realización en tiempo t.

• Serie temporal de casos de SARS-COV-2

Debemos repetir el proceso para la serie temporal de los casos de SARS-COV-2 en Italia,
la cual denominaremos de ahora en adelante como St. Comenzaremos comprobando si la
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serie es estacionaria. Al observar la gráfica, vemos que la serie no tiene la media ni la va-
rianza constante, por lo que vamos a optar por transformarla mediante la transformación
logaritmo. En este caso, tenemos que tener en cuenta que la serie tiene valores nulos, por
lo que la transformación vendrá acompañada de una traslación, de forma que pasaremos a
estudiar la serie log(St +1). La representación tanto de la serie como de su transformada está
en la figura 16.

(a) Serie temporal St . (b) Serie temporal log(St + 1).

Figura 16: Serie temporal de de los casos de SARS-COV-2 en Italia antes y después de la
transformación logarı́tmica.

Observando la figura 16b podemos ver que parece que nuevamente se ha estabilizado la
varianza, pero sigue sin ser estacionario. Para confirmarlo, representamos su correlograma
en la figura 17 y comprobamos como efectivamente la función de autocorrelación tiene un
descenso muy bajo con valores cercanos a la unidad, por lo que tendremos la certeza de
que tiene una raı́z unitaria. Ası́ pues, vamos a tomar la diferenciación de la serie, tomando
∆log(St + 1).

Una vez realizado la diferenciación, tenemos que comprobar si hemos eliminado la raı́z
unitaria. Con el correlograma y la gráfica de ∆log(St + 1) recogidos en la figura 18, podemos
intuir que ha sido eliminada, pero para tener un resultado analı́tico que nos lo abale, vamos
a realizar el test ADF. Nuevamente, se han calculado los retardos a utilizar de manera recur-
siva y volvemos a contar con 8 retardos. En el cuadro 5 recogemos los resultados del test y
comprobamos como efectivamente la raı́z unitaria ha sido eliminada.

Test Statistic 1% 5% 10%
Z(t) -5.315 -3.43 -2.86 -2.57

Cuadro 5: Resultado test ADF en Stata para serie ∆log(St + 1)

Análogamente al ejemplo anterior, observando el correlograma de ∆log(St + 1) podemos
estimar los valores de p y q. Podemos observar, como los valores de la FAC son muy bajos
para los primeros elementos, pero en el retardo 7 observamos un valor bastante significativo,
por lo que parece claro que podemos fijar q = 7. Ahora bien, si observamos en la figura 18b
la función de autocorrelación parcial, comprobamos que los valores significativos aparecen
en torno a los retardos 7 y 8, por lo que vamos a decidir empleando los criterios AIC y BIC.
Dados los resultados mostrados en el cuadro 6, elegimos el proceso ARIMA(8,1,7).

Por último, tan sólo nos queda validar el resultado. Con la estimación de los coeficientes
en Stata presentada en el cuadro 7 podemos ver los términos que no son estadı́sticamente
significativos, por lo que no los tendrems en cuenta al realizar la regresión. Por último,
vemos en la figura 19 la representación del residuo y su correspondiente correlograma, a
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Figura 17: Representación del correlograma de la serie log(St + 1).

MODELO AIC BIC
ARIMA(7,1,7) 27.935 96.180
ARIMA(8,1,7) 7.959 80.753

Cuadro 6: Valores de los criterios AIC y BIC para diferentes procesos ARIMA sobre la serie
∆log(St + 1).

través de los cuales podemos concluir que el residuo es ruido blanco, y en consecuencia,
nuestro proceso ARIMA(8,1,7) queda validado.

Una vez estimado el proceso ARIMA(p,d,q), estimamos la dimensión de los vectores
que servirán de entrada para la máquina vector soporte de regresión que corregirá el error.
Siguiendo el mismo procedimiento, dividimos el dataset en dos partes, el primero conte-
niendo el intervalo de tiempo entre las fechas31− 01− 2020 y 30− 11− 2021 para construir
el modelo SVR, y el intervalo entre las fechas 01−12−2021 y 31−12−2021 para determinar
la estructura definitiva de la parte no lineal del modelo. En este caso, determinamos que las
entradas de la máquina de vector soporte de regresión tendrá dimensión 4.
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(a) Serie temporal ∆log(St + 1). (b) Correlograma de la serie tem-
poral ∆log(St + 1).

Figura 18: Representación de la serie ∆log(St + 1) y su correspondiente correlograma.

(a) Residuos del modelo ARIMA(8,1,7). (b) Correlograma de los residuos
del modelo ARIMA(8,1,7).

Figura 19: Representación de residuos para proceso ARIMA(8,1,7) y su correspondiente
correlograma.

4.3. Comparación de los resultados

Después de la estimación de los modelos vamos a comparar los resultados obtenidos por
ambos sistemas predictivos para comprobar si finalmente merece la pena aplicar el corrector
no lineal a los procesos ARIMA(p,d,q) clásicos.

Las predicciones tendrán estarán implementadas en R, pero utilizando los modelos arro-
jados por Stata en la sección anterior. Calcularemos 30 predicciones con un horizonte tem-
poral de 24 horas, es decir, después de cada predicción actualizaremos al valor real para
realizar la siguiente, pero sin cambiar ninguno de los valores de los parámetros calculados
arriba.

Para la comparación, empleamos los criterios descriptivos descritos al comienzo de es-
te capı́tulo, todos basados en el error cometido, por lo que elegiremos como mejor modelo
aquel que tenga menor valor para todos los criterios salvo para el R2, el cual recoge la va-
rianza que es capaz de explicar cada modelo.

Los resultados obtenidos en nuestras predicciones han quedado registradas en el cuadro
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D.lluz Coefficient std. err. z P > |z| [95% conf. interval]
ar

L1. -0.3453385 0.0447634 -7.71 0 -0.4330732 -0.2576039
L2. -0.0510202 0.0334462 -1.53 0.127 -0.1165736 0.0145332
L3. -0.0579994 0.0331297 -1.75 0.08 -0.1229325 0.0069337
L4. -0.0714646 0.0313745 -2.28 0.023 -0.1329573 -0.0099718
L5. -0.0501308 0.0319287 -1.57 0.116 -0.1127099 0.0124482
L6. -0.0434834 0.0329001 -1.32 0.186 -0.1079664 0.0209996
L7. 0.9267668 0.0312281 29.68 0 0.8655608 0.9879728
L8. 0.2852859 0.0296949 9.61 0 0.2270849 0.3434869
ma
L1. 0.094343 . . . . .
L2. 0.0652895 0.0509511 1.28 0.2 -0.0345727 0.1651518
L3. 0.1391786 0.0817171 1.7 0.089 -0.020984 0.2993412
L4. 0.1955523 0.08658 2.26 0.024 0.0258585 0.3652461
L5. 0.0007338 0.0594805 0.01 0.99 -0.1158457 0.1173134
L6. 0.0857886 0.037695 2.28 0.023 0.0119076 0.1596695
L7. -0.7996858 . . . . .

/sigma 0.2347382 0.006657 35.26 0.000 .2216908 .2477856

Cuadro 7: Estimación del proceso ARIMA(8,1,7) para ∆log(St + 1) por Stata.

8. En el cuadro podemos comprobar como el modelo ARIMA-SVR obtiene mejores resulta-
dos en ambos casos, reduciendo de manera considerable los valores de los diferentes crite-
rios descriptivos relacionados directamente con el error. Además, el coeficiente R2 mejora
considerablemente, sobre todo en el caso de los infectados por SARS-COV-2, y aunque es
cierto que este coeficiente es sensible a la sobreparametrización, y cuantos más parámetros
se empleen, mayor suele ser su valor, podemos comprobar en las gráficas cómo la predicción
ARIMA-SVR se ajusta mejor a los valores reales que los procesos ARIMA. En las figuras 20,
21 se recoge la comparativa entre ambos modelos en cada una de las series.

Precio megavatio/hora en España
MODELO MAE RMSE sMAPE MASE R2

ARIMA 12.994 16.296 0.084 1.105 0.222
ARIMA-SVR 11.629 14.898 0.076 0.989 0.35

Nuevos casos de SARS-COV-2 en Italia
MODELO MAE RMSE sMAPE MASE R2

ARIMA 33606.22 44895.96 0.218 0.734 0.079
ARIMA-SVR 31024.47 41732.77 0.197 0.677 0.204

Cuadro 8: Resultados para predicciones de 30 dı́as.
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(a) Predicción por el proceso ARIMA(4,1,6).

(b) Predicción por el proceso ARIMA(4,1,6)− SVR.

Figura 20: Comparativa de las predicciones en la serie del precio del megavatio/hora en
España.
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(a) Predicción por el proceso ARIMA(8,1,7).

(b) Predicción por el proceso ARIMA(8,1,7)− SVR.

Figura 21: Comparativa de las predicciones en la serie de nuevos casos de SARS-COV-2 en
Italia.
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5. Conclusiones

Durante este trabajo hemos realizado un exhaustivo estudio sobre los procesos ARIMA(p,d,q)
y los modelos hı́bridos ARIMA-SVR. Los modelos ARIMA(p,d,q) han sido usados en todos
los ámbitos de la ciencia para modelar y predecir series temporales debido a su simpleza, ya
que sólo dependen de la variable observada, y a la gran información que nos proporciona
sobre cómo están relacionados los valores de una serie temporal con su pasado más cercano.

Sin embargo, queda patente por los resultados obtenidos que los modelos ARIMA(p,d,q)
tienen algunas debilidades a la hora de modelar el comportamiento de series temporales. La
limitación más evidente es que, al tratarse de modelos lineales, cuando la serie temporal tie-
ne mucha variabilidad entre valores consecutivos, los proceso ARIMA(p,d,q) no son capaces
de captar bien los cambios de tendencia.

Por ello, hemos tratado de solucionar estos problemas añadiendo al algoritmo una parte
no lineal que incide directamente en el error cometido por el proceso ARIMA(p,d,q). En la
realización de los dos ejemplos recogidos en este trabajo, hemos comprobado que el modelo
ARIMA-SVR mejora las predicciones conseguidas por los procesos ARIMA(p,d,q), propor-
cionando un mejor ajuste de los valores predichos a la serie real y disminuyendo el error
cometido por el sistema primigenio.

La utilización de este modelo hı́brido nos proporciona por tanto un modelo que sigue
siendo intuitivo y con el cuál podemos entender el funcionamiento de la serie temporal
que se quiere modelar y a la vez mejora las predicciones sin que exista una pérdida en la
intuición acerca de lo que está ocurriendo.

Sin embargo, aunque hayamos conseguido una mejora, el modelo ARIMA-SVR aún tie-
ne limitaciones que habrı́a que solventar, para lo que se pueden abrir dos vı́as de futura
investigación que podrı́an ser interesantes. Por un lado,si queremos seguir trabajando con
procesos ARIMA, existe toda una lı́nea de investigación basada en modelos ARIMA a los
que se le aplican modificaciones o se aplican filtros, como por ejemplo los modelos que in-
cluyen el Filtro de Kalman, un algoritmo muy empleado en el sector de la economı́a sobre el
que podemos encontrar trabajos recientes (Lagos-Álvarez et al., 2019; Borrero and Mariscal,
2022). También podemos quitar la limitación de linealidad en el modelo utilizando modelos
autorregresivos no lineales como son las redes neuronales autorregresivas no lineales. Este
sector está siendo muy prolifero debido al auge de la investigación en redes neuronales y
muestra de ello es la cantidad de trabajos que podemos encontrar sobre el tema (Sun et al.,
2020; Alsumaiei and Alrashidi, 2020; Liu et al., 2020).

Por todo ello, se puede considerar los procesos ARIMA como una fuente de investigación
sobre la que aún se pueden obtener buenos resultados, tanto en su versión clásica como
formando parte de otros modelos más complejos.
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Anexo

Archivos do de Stata

/∗ Vamos a hacer e l es tudio ARIMA para l a base de datos del prec io
del MVH en España ∗/

/∗Creamos una v a r i a b l e temporal t que tendrá comportamiento d i a r i o ∗/

gen t=td (01 jan2021 )+ n −1

/∗ Le damos e s t r u c t u r a de s e r i e temporal y comprobamos que l a fecha
co inc ide con l a s del d a t a s e t o r i g i n a l ∗/
t s s e t t , d a i l y

/∗ Vamos a pintar l a s e r i e temporal para hacernos una idea de lo que
sucede ∗/

t s l i n e var1

/∗ Vemos que claramente t i e n e un comportamiento no e s t a c i o n a l , por
lo que vamos a tomar logar i tmos . ∗ /

gen l l u z=log ( var1 )

/∗Volvemos a p i n t a r l a ∗/

t s l i n e l l u z

/∗ Se ha suavizado l a g r á f i c a , pero aún a s ı́ se ve claramente como
a l menos no es e s t a c i o n a r i a en varianza . Vamos a e s t u d i a r
e l correlograma ∗/

corrgram l l u z
/∗ El correlograma da i n d i c i o s c l a r o s de una r a ı́ z u n i t a r i a . Vamos
a d i f e r e n c i a r l a s e r i e ∗/

gen dl luz=d . l l u z

/∗ Si l a pintamos , vemos como e l comportamiento ha cambiado , ya
sus v a l o r e s se encuentran en torno a l a media 0 . ∗/

t s l i n e dl luz

/∗Vemos e l t e s t de d f g l s para l a d i f e r e n c i a c i ó n ∗/

d f g l s dl luz
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/∗Comprobamos que todos l o s re tardos est án en l a zona de rechazo ,
por lo que hemos eliminado l a r a ı́ z u n i t a r i a . Podemos asumir l a
s e r i e como e s t a c i o n a r i a . Vamos a e s t u d i a r e l correlograma para
est imar e l orden . ∗ /

corrgram dlluz

arima l l u z , arima ( 4 , 1 , 7 ) noconstant

e s t a t i c
/∗Tenemos AIC = 92.56645 − BIC = 144.8397∗/

arima l l u z , arima ( 5 , 1 , 7 ) noconstant

e s t a t i c

/∗Tenemos AIC = 94.29291 − BIC = 150.9223 ∗/

arima l l u z , arima ( 6 , 1 , 7 ) noconstant

e s t a t i c

/∗Tenemos AIC = 92.56645 − BIC = 144.8397∗/

arima l l u z , arima ( 4 , 1 , 6 ) noconstant

e s t a t i c
/∗Tenemos AIC = 90.99811 − BIC = 138.9153 ∗/

/∗ Elegimos e l modelo ARIMA( 4 , 1 , 7 ) . Só lo nos queda v a l i d a r
e l modelo con l o s res iduos . ∗ /

pred ic t residuos , r e s i

corrgram res iduos

t s l i n e res iduos

/∗Comprobamos con e l correlograma y l a g r á f i c a de l o s
res iduos que se t r a t a de ruido blanco , por lo que queda

validado e l modelo . ∗ /

Funciones ARIMA y ARIMA-SVR de R

dividir SVR <−funct ion ( ser ie temporal , p ) {
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n s e r i e <−length ( s e r i e t e m p o r a l )
p1<−p+1
n patrones <−n s e r i e −p
M patrones<−matrix ( 0 , n patrones , p1 )
for ( i in 1 : n patrones ) {

fo r ( j in 1 : p1 ) {
M patrones [ i , j ]<− s e r i e t e m p o r a l [ i +p− j +1]

}

}
M patrones<−data . frame ( M patrones )
M patrones

}
###########################################################

Arima SVR<−funct ion ( base datos , orden , n svr , n dias ,
c o e f i c i e n t e s a r , coef i c ientes ma , fecha ) {

b a s e d a t o s o r i g i n a l <−base datos
base datos <−subset ( base datos ,FECHA<=fecha )
p=orden [ 1 ]
d=orden [ 2 ]
q=orden [ 3 ]
m=max( p , q)+1
ser ie temporal <− t s ( base datos$VARIABLE )
ser ie temporal <− d i f f ( ser ie temporal , d i f f e r e n c e s = d )
n s e r i e <−length ( s e r i e t e m p o r a l )
error ar ima <−matrix ( 0 , n s e r i e , 1 )
y estimada <−0
resul tados <−c ( 1 : n dias )

for ( i in m: n s e r i e ) {

fo r ( j in 1 : p ) {
y estimada<− c o e f i c i e n t e s a r [ j ] ∗ s e r i e t e m p o r a l [ i − j ]+ y estimada

}

fo r ( k in 1 : q ) {
y estimada<−c o e f i c i e n t e s m a [ k ] ∗ error ar ima [ i −k]+ y estimada

}

error ar ima [ i ]<− s e r i e t e m p o r a l [ i ]− y estimada
y estimada <−0
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}
error modelo<−error ar ima
error ar ima <− t s ( error ar ima )
M error<−dividir SVR ( error ar ima , n svr )
modelo error<−svm(X1 ˜ . , M error )
y estimada <−0
fecha<−fecha+1

for ( i in 1 : n dias ) {

base datos <−subset ( b a s e d a t o s o r i g i n a l ,FECHA<=fecha )
ser ie temporal <− t s ( base datos$VARIABLE )
s e r i e t e m p o r a l o r i g i n a l <−s e r i e t e m p o r a l
n o r i g i n a l <−length ( s e r i e t e m p o r a l o r i g i n a l )−1
ser ie temporal <− d i f f ( ser ie temporal , d i f f e r e n c e s = d )
n s e r i e <−length ( s e r i e t e m p o r a l )

fo r ( j in 1 : p ) {
y estimada<− c o e f i c i e n t e s a r [ j ] ∗ s e r i e t e m p o r a l [ n s e r i e − j ]+ y estimada

}

fo r ( k in 1 : q ) {
y estimada<−c o e f i c i e n t e s m a [ k ] ∗ error modelo [ n s e r i e −k]+ y estimada

}

M test<−matrix ( 0 , 1 , n svr +1)

fo r ( l in 2 : n svr ) {
M test [ 1 , l ]<− error modelo [ n s e r i e − l +1]

}
M test<−data . frame ( M test )
M test<− s e l e c t ( M test , −X1 )
p r e d i c c i o n e r r o r <−pred ic t ( modelo error , M test )
p r e d i c c i o n e r r o r <−as . numeric ( p r e d i c c i o n e r r o r )
prediccion <−y estimada+p r e d i c c i o n e r r o r
predicc ion 1 <−y estimada+p r e d i c c i o n e r r o r
error modelo<−rbind ( error modelo , s e r i e t e m p o r a l [ n s e r i e ]− y estimada )
y estimada <−0

i f ( d>=2){
res <−c ( 1 : d )
s e r i e <−s e r i e t e m p o r a l

fo r ( h in 1 : d ) {
n s e r i e <−length ( s e r i e )
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res [ h]<− s e r i e [ n s e r i e ]
s e r i e <− d i f f ( s e r i e )

}

fo r ( h in d : 1 ) {

predicc ion 1 <−predicc ion 1+res [ h ]

}

r e s u l t a d o s [ i ]<− predicc ion 1

}

i f ( d==0){ r e s u l t a d o s [ i ]<− predicc ion }

i f ( d==1){
r e s u l t a d o s [ i ]<− predicc ion+ s e r i e t e m p o r a l o r i g i n a l [ n o r i g i n a l ]

}

fecha<−fecha+1

}

r e s u l t a d o s

}

################################################################

Arima coef ic ientes <−funct ion ( base datos , orden , n dias ,
c o e f i c i e n t e s a r , coef i c ientes ma , fecha ) {

b a s e d a t o s o r i g i n a l <−base datos
base datos <−subset ( base datos ,FECHA<=fecha )
p=orden [ 1 ]
d=orden [ 2 ]
q=orden [ 3 ]
m=max( p , q)+1
ser ie temporal <− t s ( base datos$VARIABLE )
ser ie temporal <− d i f f ( ser ie temporal , d i f f e r e n c e s = d )
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n s e r i e <−length ( s e r i e t e m p o r a l )
error ar ima <−matrix ( 0 , n s e r i e , 1 )
y estimada <−0
resul tados <−c ( 1 : n dias )

for ( i in m: n s e r i e ) {

fo r ( j in 1 : p ) {
y estimada<− c o e f i c i e n t e s a r [ j ] ∗ s e r i e t e m p o r a l [ i − j ]+ y estimada

}

fo r ( k in 1 : q ) {
y estimada<−c o e f i c i e n t e s m a [ k ] ∗ error ar ima [ i −k]+ y estimada

}

error ar ima [ i ]<− s e r i e t e m p o r a l [ i ]− y estimada
y estimada <−0

}
error modelo<−error ar ima
error ar ima <− t s ( error ar ima )
y estimada <−0
fecha<−fecha+1

for ( i in 1 : n dias ) {

base datos <−subset ( b a s e d a t o s o r i g i n a l ,FECHA<=fecha )
ser ie temporal <− t s ( base datos$VARIABLE )
s e r i e t e m p o r a l o r i g i n a l <−s e r i e t e m p o r a l
n o r i g i n a l <−length ( s e r i e t e m p o r a l o r i g i n a l )−1
ser ie temporal <− d i f f ( ser ie temporal , d i f f e r e n c e s = d )
n s e r i e <−length ( s e r i e t e m p o r a l )

fo r ( j in 1 : p ) {
y estimada<− c o e f i c i e n t e s a r [ j ] ∗ s e r i e t e m p o r a l [ n s e r i e − j ]+ y estimada

}

fo r ( k in 1 : q ) {
y estimada<−c o e f i c i e n t e s m a [ k ] ∗ error modelo [ n s e r i e −k]+ y estimada

}

prediccion <−y estimada
predicc ion 1 <−y estimada
error modelo<−rbind ( error modelo , s e r i e t e m p o r a l [ n s e r i e ]− y estimada )
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y estimada <−0

i f ( d>=2){
res <−c ( 1 : d )
s e r i e <−s e r i e t e m p o r a l

fo r ( h in 1 : d ) {
n s e r i e <−length ( s e r i e )
re s [ h]<− s e r i e [ n s e r i e ]
s e r i e <− d i f f ( s e r i e )

}

fo r ( h in d : 1 ) {

predicc ion 1 <−predicc ion 1+res [ h ]

}

r e s u l t a d o s [ i ]<− predicc ion 1

}

i f ( d==0){ r e s u l t a d o s [ i ]<− predicc ion }

i f ( d==1){
r e s u l t a d o s [ i ]<− predicc ion+ s e r i e t e m p o r a l o r i g i n a l [ n o r i g i n a l ]

}

fecha<−fecha+1

}

r e s u l t a d o s

}
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