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Capitulo 15

Teoremas clasicos de variable
compleja

En este capitulo exponemos los resultados de la teoria de variable com-
pleja que usamos con frecuencia en el estudio de la dindmica compleja. La
mayoria son muy conocidos y aparecen en cualquier manual sobre la materia,
pero nos ha parecido que su inclusiéon puede facilitar la lectura de esta obra.
Sélo incluimos las demostraciones de aquellos resultados que no son féciles

de encontrar en los manuales clésicos como el bien conocido libro de Ahlfors
29

15.1. Notaciones y terminologia

Denotaremos el disco de centro 2y y radio 7 > 0 por D(zg,7) y si el centro
es el origen, simplemente por D,. Finalmente, el disco unidad se denotard
por D.

Un conjunto abierto y conexo 2 C C se dird que es una region. Si U C C
es un abierto no conexo, podemos definir las componentes conexas de U como
sigue. Si z,w € U, diremos que z y w estan conectados en U, si existe un
arco v en U que une z con w y escribiremos z ~ w. Se trata de una relacion
de equivalencia que produce una particion de U en una serie de subconjuntos
disjuntos de U. Estos conjuntos son las componentes conexas de U. Cada
punto z de U pertenece a una de estas componentes que denotamos por C'(z).
Por definicién, C(z) = {w € C : z ~ w}. Estos conjunto son obviamante
abiertos y conexos y tienen la siguiente propiedad de maximalidad: si z €
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A C Uy A es arcoconexo, entonces A C C(z). El nimero de componentes
conexas puede ser finito o infinito, pero desde luego numerable, pues basta
considerar las componentes conexas C(z) de los z € U con partes real e
imaginaria racional.

Teorema 15.1.1. El conjunto formado por todas las raices n—ésimas de la
unidad es denso en la circunferencia unidad.

DEMOSTRACION: Dados > y ¢ > 0, escogemos d > 0 de modo que
|senz| < €/2, siempre que |z| < J. Sea p/q € Q tal que |0 — p/q| < &/.
Entonces, se tiene

‘ewa_eZm(p/q)P = ’62”(9*(P/Q))i—1’2 = 2(1—cos 2m(0—p/q)) = dsen’ (7 (0—p/q)).
de donde se sigue que
‘€2m'0 _ e27ri(p/‘1)| = 2|sen(m(0 — p/q))| < e

Finalmente, nétese que e2*®?/9% es una g—ésima de la unidad. O

Si U C C es abiertoy f: U — C derivable en cada punto de U, diremos
que f es analitica en U (u holomorfa).

15.2. Teoremas clasicos

La siguiente proposicién recoge algunas de las propiedades caracteristicas
de las funciones analiticas complejas que usaremos.

Proposicion 15.2.1. Sea U C C abierto y f : U — C analitica.

a) Todas las derivadas sucesivas de f son analiticas en U.

b) f(U) es abierto en C.

¢) Principio del médulo méximo. Si, ademds, U es acotado y f estd defini-
da y es continua en U, entonces f alcanza su mdximo absoluto en la frontera

de U.

Teorema 15.2.2. (Teorema local de la funcion inversa) Sean f analitica en
20 ¥ f'(20) # 0. Existen € > 0 y un entorno U de zy tales que f : U — D(z, €)
es una biyeccion y la inversa f=': D(zg,¢) — U es analitica.



Definiciéon 15.2.3. Sean 2 C C una region y f : Q0 — C inyectiva. Diremos
que f es bianalitica en U si f y f~1 son analiticas.

Teorema 15.2.4. (Criterio de bianaliticidad) Sean 2 C C una regidn y
f:Q—=C. f es bianalitica si y solo si es analitica en ) e inyectiva.

Teorema 15.2.5. (de la primitiva) Sean Q C C una region y f : Q@ — C
continua. Son equivalentes:

(i) La integral de f no depende del camino.

(i) Para todo arco cerrado (regular a trozos) v, se tiene ¢ f(2)dz = 0.

(111) Eziste primitiva de f en Q. De hecho, escogido zy € 2, la funcién F
definida por

Fix)= [ f (e,
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es una primitiva de f.

Como una aplicacion de lo anterior, se verifica la formula de Gauss-Barrow
siguiente

F(b) - Fla)= [ f(z)dz,

donde €2 C C es una regién, F'y f definidas en Q con F' = f, a,b € Q y la
integral se toma a lo largo de cualquier camino en €2 que une a con b.

Teorema 15.2.6. (Principio de identidad) Sen 2 C C una region y f y g
definidas y analiticas en  y denotemos por A el subconjunto de €2 donde
coinciden f y g. Si A posee algin punto de acumulacion en (), entonces
coinciden en todo 2.

Lema 15.2.7. (Schwarz) Sea f analitica en el disco unidad abierto D veri-
ficando:

o) |f(z)l < 1yb) F(0) = 0.

Entonces |f(2)| < |z| v [f(0)| < 1. La igualdad |f'(0)| = 1 se da sdlo si
f(z) =¢€z. Si|f(0)] <1, entonces | f(2)| < |z| para todo z # 0.



El lema de Schwarz muestra que las funciones analiticas en regiones sim-
plemente conexas son muy especiales. Una versién mas ttil de este resultado
se recoge en el siguiente teorema.

Teorema 15.2.8. 77 Sean ) una region simplemente conexa de C distinta
de Cy f: Q — Q analitica. Si zy € 0 es un punto fijo de f, entonces se
verifican una de las condiciones siguientes:

a) |f'(z0)] <1y f"(2) = 20 para todo z € Q, o

b) f'(z0) = €” y f es analiticamente conjugada de g(z) = €*z (2 € D).

El caso €2 = C debe ser excluido como muestra la aplicacién f(z) = az
con |a| > 1.

Teorema 15.2.9. (Rouché) Sean v una curva simple y cerrada contenida en
una region simplemente conexa )y f y g definidas y analiticas en 2 tales que
lg| < |f] sobre . Entonces el nimero de ceros de f encerrados por =y es igual
al nimero de ceros de f + g encerrados por vy, contando su multiplicidad.

Teorema 15.2.10. Sea f : D — D continua en D y analitica en D. Se
verifica:

(a) Para cada A > 1 la ecuacion f(z) — Az = 0 tiene una tinica solucion
en D.

(b) f tiene al menos un punto fijo en D.

DEMOSTRACION: Podemos suponer que la funcién no es constante. Apli-
cando el principio del médulo maximo deducimos que |f(z)| < 1 para todo
z € D. Para probar (a), dado A > 1, escogemos r € (1/A,1) y denotamos por
v la circunferencia |z| = r. Sean G(z) = —f(2) y F(z) = Az. Para |z| = r,
se tiene

G2) = f(2)] <1 <rA=|F(z)],

y ahora basta aplicar el teorema de Rouché.

(b) Sea (A,) una sucesién de nimeros reales estrictamente decreciente y
con limite 1. Por (a), para cada n € IN existe z, € D que es solucién de la
ecuaciéon f(z) — A,z = 0. Existe una subsucesién de (A4,) que es convergen-

te hacia zp € D. Para simplificar, la denotamos por (A4,). Tomando limite
cuando n — oo en la igualdad f(z,) = A, z,, se obtiene el resultado deseado.



Teorema 15.2.11. (Pick) Si f : D — D es analitica, se verifica
1= [f(2)f
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11 (2)] < para todo z € D.

Una funcién definida y analitica en todo el plano se denomina entera. Las
funciones enteras mas simples son las polinémicas. Es usual llamar trascen-
dentes a las funciones enteras no polinémicas.

Teorema pequeno de Picard. Una funcion entera no constante toma todo
valor complejo salvo a lo sumo uno.

Teorema grande de Picard. Sea 2y una singularidad esencial de una fun-
cion f. En un entorno de zy f toma todo valor complejo salvo a lo sumo
uno.

Teorema 15.2.12. Toda funcion entera no polinomica tiene una singulari-
dad esencial en el punto del infinito.

Las funciones trascendentes en un entorno de oo tienen un comportamien-
to similar al indicado en el Teorema grande de Picard.

Teorema 15.2.13. (Weierstrass) Si una sucesion de funciones analiticas
converge uniformemente, entonces sus derivadas también convergen unifor-
memente y la funcion limite es analitica.

Teorema 15.2.14. (Hurwitz) Sean Q C C una region y (f,) una sucesion de
funciones definidas y analiticas en ) que converge uniformemente en §2 hacia
una funcion f no idénticamente nula. St vy es una curva cerrada contenida
ella y su region interior en €2 y que no pasa por los ceros de f, existe ng € IN
tal que, para todo n > ng, f, posee en el interior de v el mismo numero de
ceros que f.

Definicién 15.2.15. (Familias normales valoradas en C) Sean Q una re-
gion de C y F una familia de funciones analiticas definidas de 2 en C (Q



puede ser igual a C). Diremos que la familia es normal si de cada sucesion
(fu)n en F puede extraerse una subsucesion (fn,)r que converge localmente
uniformemente hacia una funcion limite.

Por el Teorema de Weiesrtrass, la funcion limite es analitica, sin embargo,
esta funcion no tiene por qué pertenecer a la familia.

Teorema 15.2.16. (Montel) Sea F una familia de funciones analiticas en
las condiciones anteriores. Si existen tres valores distintos a,b y ¢ en C que
no son tomados por ninguna de las funciones de la familia, entonces ¥ es
normal.

Cuando consideramos funciones con valores en C, la definicién de familia
normal debe ser modificada como sigue.

Definicién 15.2.17. (Familias normales valoradas en C) Sean §2 una region
de C y F una familia de funciones analiticas definidas de Q2 en C (2 puede
ser igual a @) Diremos que la familia es normal si de cada sucesion (fn)n
en I puede extraerse una subsucesion (fn, )i que:

a) converge localmente uniformemente hacia una funcion limite

0 bien

b) diverge localmente uniformemente hacia co.

Ejemplo 15.2.18. Sea f,(z) = z +n para z € D. (f.(z)), diverge unifor-
memente hacia oco: para z € D, tenemos

1fu(2)| >n—|2] >n—1.

Vemos que (f,(2)), es normal tanto considerada como una familia con valores
en C como si consideramos que toman sus valores en C.

El criterio de normalidad de Montel para familias valoradas en C adopta
la forma siguiente.

Teorema 15.2.19. (Montel) Sea F una familia de funciones analiticas va-
loradas en C. Si existen dos valores distintos a y b en C que no son tomados
por ninguna de las funciones de la familia, entonces I es normal.



Teorema 15.2.20. (Criterio de Marty) Una familia F de funciones anali-
ticas en €2 es normal si y solo si para cada conjunto compacto K C ) existe
una constante M > 0 tal que

[f'(2)] < M(1+1f(2)]),

para todo z € K y f € IF.

Teorema 15.2.21. (Riemann) Sea Q@ C C una region simplemente conexa
que no sea todo el plano y zg € €1, existe una funcion bianalitica unica f :
Q — D definida en Q, normalizada por las condiciones f(z) =0 y f'(z0) >
0.
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