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Direcciones atractoras y repulsoras

Nuestro objetivo es estudiar la dindmica de una aplicacion
compleja f(z) en el entorno de un punto m—periédico neutral o
indiferente z* (|(f")'(z*)| = 1).
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Direcciones atractoras y repulsoras

Nuestro objetivo es estudiar la dindmica de una aplicacion
compleja f(z) en el entorno de un punto m—periédico neutral o
indiferente z* (|(f")'(z*)| = 1).

Cuando (f™)(z*) = €™M/ siendo m,n € Z, z* se dira que es
un punto indiferente racional.
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Direcciones atractoras y repulsoras

Nuestro objetivo es estudiar la dinamica de una aplicacion
compleja f(z) en el entorno de un punto m—periédico neutral o
indiferente z* (|(f")'(z*)| = 1).

Cuando (f™)(z*) = €™M/ siendo m,n € Z, z* se dira que es
un punto indiferente racional.

Si (f™)(z*) = €™ con 6 € R/Q, z* recibe el nombre de punto
indiferente irracional.
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Direcciones atractoras y repulsoras

Nuestro objetivo es estudiar la dinamica de una aplicacion
compleja f(z) en el entorno de un punto m—periédico neutral o
indiferente z* (|(f")'(z*)| = 1).

Cuando (f™)(z*) = €™M/ siendo m,n € Z, z* se dira que es
un punto indiferente racional.

Si (f™)(z*) = €™ con 6 € R/Q, z* recibe el nombre de punto
indiferente irracional.

Iniciamos el capitulo considerando el caso mas simple que se
produce cuando z* es un punto fijo de f con f(z*) = 1 (punto
fijo parabdlico).
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Direcciones atractoras y repulsoras

Para simplificar, supondremos que el desarrollo en serie de
Taylor de f tiene la forma

f(z) = z+ az"" + términos de mayor grado (a#0), (1)
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Direcciones atractoras y repulsoras

Para simplificar, supondremos que el desarrollo en serie de
Taylor de f tiene la forma

f(z) = z+ az"" + términos de mayor grado (a#0), (1)

Sea u € C unitario. Diremos que u es una direccion atractora
en el origen para f si au” es real negativo.
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Direcciones atractoras y repulsoras

Para simplificar, supondremos que el desarrollo en serie de
Taylor de f tiene la forma

f(z) = z+ az"" + términos de mayor grado (a#0), (1)

Sea u € C unitario. Diremos que u es una direccion atractora
en el origen para f si au” es real negativo.

En cambio, si au” es real positivo, se dira que u es una
direccion repulsora para f en el origen.
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Direcciones atractoras y repulsoras

Sea u una direccién atractora para f y au” = —a con a > 0.
Por (1), podemos escoger 0 < r suficientemente pequefio
como para que una buena aproximacion de f(ru) — ru sea
a(ru)™'. Luego

f(ru) = ru+ a(ru)™" = ru+ r"u(au”) = (r — ar™\u = su.
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Direcciones atractoras y repulsoras

Sea u una direccién atractora para f y au” = —a con a > 0.
Por (1), podemos escoger 0 < r suficientemente pequefio
como para que una buena aproximacion de f(ru) — ru sea
a(ru)™'. Luego

f(ru) = ru+ a(ru)™" = ru+ r"u(au”) = (r — ar™\u = su.

Entonces ar™' < r, sisetoma r < o~ ". Para tales r se tiene
0 < s < r, lo que muestra que la imagen por f de z = ru,

f(z) =~ su, esta practicamente en la “misma direccion" que

Z = ru'y mas cerca del origen.
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Direcciones atractoras y repulsoras

Sea u una direccién atractora para f y au” = —a con a > 0.
Por (1), podemos escoger 0 < r suficientemente pequefio
como para que una buena aproximacion de f(ru) — ru sea
a(ru)™'. Luego

f(ru) = ru+ a(ru)™" = ru+ r"u(au”) = (r — ar™\u = su.

Entonces ar™' < r, sisetoma r < o~ ". Para tales r se tiene
0 < s < r, lo que muestra que la imagen por f de z = ru,

f(z) =~ su, esta practicamente en la “misma direccion" que

Z = ru'y mas cerca del origen.

Esta es la razon de que se denomine a u direccion atractora.
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Direcciones atractoras y repulsoras

Veamos que hay n direcciones atractoras.

Sea u € C (unitario) tal que au” es real y negativo. Entonces,
como u" tiene médulo 1, |au”| = |a|. Por ello, se tiene la
igualdad au” = —|a|. Por tanto, u tiene la forma

Luego, si a denota un argumento de a, u se expresa en forma
polar como sigue
u= 1E+27"k'

n

C. Pifieiro Puntos periédicos neutrales



Direcciones atractoras y repulsoras

Asi pues, hay n direcciones atractoras separadas por 2« /n,
que se obtienen en la expresion anterior haciendo
k=0,1,..,n—1 (n6tese que arg(—a) = = — arg(a)).

Con las direcciones repulsoras ocurre exactamente lo mismo.
u es una direccién repulsora si y sélo si se verifica

|

. n

y hay exactamente n de tales direcciones que se expresan en
forma polar por u =1_a o Y S€ obtienen en la expresién
ek P

anterior haciendo k = 0 1 ,n—1 (ahora hemos usado que
arg(a) = 2w — arg(a)).

RN
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Direcciones atractoras y repulsoras

En definitiva, las direcciones atractoras dividen el plano en n
regiones angulares de amplitud 27/n, e igual ocurre con las

repulsoras (unas estan intercaladas a las otras).
Sea f una funcién con un punto

fijo neutral z*. Una region sim-

plemente conexa P C C dire-

mos que es un pétalo atrac-

tor para el punto fijo z* si se

cumplen las siguientes condi-
P ciones:

1) z* € Fr(P), 2) f(P) C Py 3)

% limyo0 f(29) = z* para cada
VAN P.
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Direcciones atractoras y repulsoras

Sea f(z) = z + z°. En este caso, a= 1y n = 4. Entonces las
direcciones atractoras son las raices cuartas de —1:

ux = cos((m/4)+(2n/4)k)+isen((w/4)+(2r/4)k) para k =0,1,..3.

Mientras que las direcciones repulsoras son las raices cuartas
de 1y vienen dadas por vy = +1, +/.
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Direcciones atractoras y repulsoras

Sea f(z) = z + z°. En este caso, a= 1y n = 4. Entonces las
direcciones atractoras son las raices cuartas de —1:

ux = cos((m/4)+(2n/4)k)+isen((w/4)+(2r/4)k) para k =0,1,..3.

Mientras que las direcciones repulsoras son las raices cuartas
de 1y vienen dadas por vy = +1, +/.

Por tanto f posee 4 pétalos atractores,cada uno situado en
torno a la semirreccta bisectriz de un cuadrante.
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Direcciones atractoras y repulsoras

Sea f(z) = z + z°. En este caso, a= 1y n = 4. Entonces las
direcciones atractoras son las raices cuartas de —1:

ux = cos((m/4)+(2n/4)k)+isen((w/4)+(2r/4)k) para k =0,1,..3.

Mientras que las direcciones repulsoras son las raices cuartas
de 1y vienen dadas por vy = +1, +/.

Por tanto f posee 4 pétalos atractores,cada uno situado en
torno a la semirreccta bisectriz de un cuadrante.

En la figura siguiente mostramos los 4 pétalos atractores en
torno al punto fijo z* = 0 de la funcion f(z) = z + z°.
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El Teorema de la Flor

El teorema de la flor de Leau-Fatou

En las condiciones anteriores, se verifican las siguientes
afirmaciones:

(a) Existen n pétalos atractores U; y n pétalos repulsores U;
que se alternan de modo que cada U; sélo intersecta a dos U]
consecutivos. Los atractores son disjuntos dos a dos y lo
mismo ocurre con los repulsores.

(b) La unién de los 2n pétalos, junto con el origen, es un
entorno Ny del origen.
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El Teorema de la Flor

Prueba (1) Consideramos la regién angular limitada por dos
direcciones repulsoras consecutivas

~arg(a) <arg(z) < ~arg(a) n 27
n n n

y denotamos por u la direccién atractora comprendida entre
ambas: u = exp(i(—%(a) +7))-

Vamos a usar la transformacién T(z) = b/z", siendo

b= —1/na. Suinversaes T~'(w) = {/b/w. Esta funcién es
multiforme y para evitar este problema vamos a mostrar que la
region angular (2) se transforma por T en la region del

w—plano dada por

—m < arg(w) < 7.

C. Pifieiro Puntos periédicos neutrales



El Teorema de la Flor

En efecto, si 6] < 7/n, entonces z = re’ u pertenece a dicha
regiény w = b/z" = e /nr"|a| (hemos usado que

au” = —|a|). Luego arg(w) = —nf y se sigue que

arg(w) € (—m, ). Esto permite considerar el argumento
principal y disponer de una inversa T~'(w) uniforme:

2’ ¢l(—arg(a)-arg,(w))/n 3)

T (w)={ .

donde log,(w) denota el logaritmo principal de w.
Pasamos ahora a tratar de determinar la forma de la funcién
g(w) conjugada de f(z) por medio de T(z) = b/z":
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El Teorema de la Flor

f(z) = z+az™ ' +términos de mayor grado = z(1+az"+0(z")),

siendo el desarrollo anterior valido para |z| < sy donde o(z")

verifica n
. o(z
lim (")
z—0 Z"

=0.

Entonces

gw)=TofoT Y (w)= 2y = %(1 +az" +o(z") " =
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El Teorema de la Flor

Para estimar (1 + az" + o(z"))~" usaremos el desarrollo
binomial
ala—1)
(1T+N)*=1 +a>\+T
valido para |A| < 1. Aplicado a nuestro caso:
(1+az"+0(z")™"=1-n(az" + o(2")) + o()),

donde \ = az" + o(z").
Pero nétese que lim,_,q o) — 0. Por tanto, se verifica

zn

)\2_|_...7

(1+az"+o(z"))™" =1 - naz" + o(z"),
valido para |z| < r*.
Finalmente, teniendo en cuenta que b= —1/na, z" = b/w,
obtenemos
gw) = w(t + L o(2)) = w1t w-o(2) = w1+ r(w)
w w w
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El Teorema de la Flor

siendo limy_,o r(w) = 0.
Entonces, dado c € (0, 1) existe R; > 0 de modo que
lg(w) —w —1| < ¢ para |w| > Re. (4)
Luego, para Re(w) > R, se tiene
Re(g(w)) =1+Re(w)+Re(r(w)) > Re(w)+1—c para |w| > Rg.
Se puede repetir el proceso k veces y se obtiene
Re(g(w)) > Re(w) + k(1 —¢)

y, por tanto, se verifica limy_,. g¥(w) = cc.
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El Teorema de la Flor

Lo anterior se verifica para todo wy en el semiplano

Re(w) > R, paratodo c € (0,1).

Sin embargo, vamos a ver que también es cierto en una region
mayor.

Consideramos las dos semirrectas tangentes a la
circunferencia de centro el origen y radio R con pendiente

igual a +¢/v'1 — c2.
U, es la regién situada a la derecha limitada por dichas

semirrectas y un arco de la citada circunferencia, como se
indica en la siguiente figura.

C. Pifieiro Puntos periédicos neutrales



El Teorema de la Flor




El Teorema de la Flor

Siwe Ucy ¢ =1+ w, entonces g(w) pertenece al disco (¢, ¢)
y c es precisamente el radio de la circunferencia con centro en
¢ que se indica en la figura. Por tanto, g(U;) C Ue.

También es obvio que, si wy € U, su 6rbita acaba entrando en
Re(w) > Rq, por lo que limk_,. g¥(w) = .

En definitiva, hemos probado que T~'(U,) es un pétalo
atractor para f en el origen. Pero para la prueba de (b)
debemos ser mas precisos.

Finalmente, probaremos que, para cada ¢ > 0, existe 6 > 0 de
modo que el sector circular A dado por
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El Teorema de la Flor

A={z=reu:0<r<é|0 <m/n—c}

esta contenido en un pétalo atractor para f. Este hecho es
fundamental para la prueba de (b). Notese que, para z € A, se
tiene arg(w) € (—m + ne, ™ — ne), donde w = T(2).

Dado ¢ > 0, ponemos ¢ = sene y consideramos la recta que
pasa por el origen con pendiente —tg(ne), que corta en el
punto w a la tangente superior.

Un calculo elemental prueba que |w| = R;/sen(n — 1)e. Por
ello, basta escoger § = (|b|sen(n — 1)e/R.)!/". Con esta
eleccion de § es facil probar que T transforma el sector A en
un subconjunto de Ug.
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El Teorema de la Flor

(2) Construccion de un pétalo repulsor. Consideramos la regién
angular limitada por dos direcciones atractoras consecutivas

—arg(a) + < arg(z) < —arg(a)r N 2n
n n n

©)

y denotemos por v la direccion repulsora que encierra. T
transforma esta regién en el plano sin el semieje real positivo.
En efecto, si z = re’’v, con r > 0y |4| < «/n, entonces

w = T(z2) = —e " /nr"|a| (hemos usado la igualdad

av = |a|). Entonces arg(w) = = — né, lo que implica que

0 < arg(w) < 2x. Entonces la inversa de T viene dada por

2= T (w) = {[| 5] el aratrer-argun

para todo w no perteneciente al semieje real positivo y con
arg(w) € (0, 2m).
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El Teorema de la Flor

Dado ¢ > 0, ponemos Q = {z = re’’v: r > 0,]0| < (x/n) — ¢}.
T aplica esta region en la regién angular

ne < arg(w) < 27 — ne. Escogido ¢ € (0, 1), denotamos por &
la parte de esta regidn angular que queda fuera del disco

|w| < Rc. Por lo visto en (1), para w en esta region se tiene

Re(gX(w) > Re(w) + k(1 — ¢).

Luego es obvio que para cada w € ¥, la 6rbita de w acaba
saliendo en algun momento de la regién ¥. Por ello, la
transformada de esta region mediante T~ es un pétalo
repulsor para el origen.
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El Teorema de la Flor

El resultado siguiente se necesita para el estudio de los puntos
indiferentes racionales que realizamos en el apartado
siguiente.

Teorema

En las condiciones anteriores, sea u una de las n direcciones
atractoras de f en el origen. Para cada ¢ > 0, existe 6 > 0 tal
que se verifica

Im fn(Z) =u
e [P(2)]

para cada z € A, siendo A el sector

{z=reu:0<r<4,|0 <m/n—c}.
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El Teorema de la Flor

Demostracion

En la prueba del teorema anterior se obtuvo la igualdad

g(w) =w+1+r(w) siendo WIgnC>O r(w)=0 (6)
y, dado ¢ > 0, se prueba la existencia de § > 0 de forma que el
sector A se transforma mediante T en un conjunto contenido
en la region U, atractora para g(w) en el infinito, siendo
¢ = sene. Escogido wy en dicha region, denotemos por (w;) su
orbita mediante g, que es divergente. Para cada k € N se tiene

k
Wk—WO Z ij1

> \
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El Teorema de la Flor

Por (6), para cada diferencia w; — w;_; tenemos
Wi — Wiy = g(Wj—1) — Wj—1 =1+ r(wj_1),

de donde se sigue

k k
Wk—Wo Z Wj1 EZ Wj1

Como (r(w;_1)) converge a 0, también lo hace la sucesion de
sus medias aritméticas. Por tanto, la igualdad anterior implica
que

R‘ \

. Wi — W
lim Tk~ 70 =
n—o0
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El Teorema de la Flor

Pero wy/k — 0, luego hemos obtenido que limy_, ., wx/k = 1.
Veamos en qué se traduce esto en relacion con las iteraciones
en el z-plano. Escogemos z; € A, entonces wy = T(2) € Ue.
Sabemos que wy/k — 1y vamos a mostrar que zx/|zx| — u.
En primer lugar, probamos que zx/k~(1/" — /]b|. En efecto

Zy T71(Wk) n

k—(/n) — K—(1/n)

@‘ gi(r—arg(a)-arg, (w)/n
W
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El Teorema de la Flor

Pero wy/k — 0, luego hemos obtenido que limy_, ., wx/k = 1.
Veamos en qué se traduce esto en relacion con las iteraciones
en el z-plano. Escogemos z; € A, entonces wy = T(2) € Ue.
Sabemos que wy/k — 1y vamos a mostrar que zx/|zx| — u.
En primer lugar, probamos que zx/k~(1/" — /]b|. En efecto

Zy T71(Wk) n

k—(/n) — K—(1/n)

@‘ gi(r—arg(a)-arg, (w)/n
W

Nétese que las igualdades To A = gko T, wy = gh(wp) y
zx = *(zy) implican wy = T(2).
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El Teorema de la Flor

La igualdad limy_,, wx/k = 1 implica que

limk—o0 log(k/|wk|) = 0y limk_.o arg,(wk) = 0, por lo que de
la expresion anterior deducimos que

z/k=/M) \n/ﬂei(fr—arg(a))/n_

Finalmente, podemos calcular el limite de (zx/|zx|):

im 25 _ jim k(1/) z, _ {/|blel(=-arg(a)/n _ grarg@yn _
k—oo |Zk| koo |K(1/M) zy| 1B
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El Teorema de la Flor

Definicion

Sea u una direccién atractora para f y zy, 21, .., Zn, .. Una Orbita
con z, # 0 para todo n € N, diremos que converge a 0 en la
direccion u si verifica

z
Zp—0y ﬁ%u.
n
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Puntos fijos indiferentes racionales

Sea ahora z* un punto fijo neutral con multiplicador X\ igual a
una raiz de la unidad,

Ejemplos

(1) Sea f(z) = Az + az?, siendo a# 0y A3 =1 pero \ # 1. Es
obvio que z* = 0 es un punto fijo indiferente racional. La idea
consiste en comprobar que la tercera iteracion tiene la forma
3(2) = z 4+ AZ3**1 4 términos de mayor grado. Empezamos
obteniendo f2(z):

2(z) = M)z + az®) + a(\z + az?)? =
=22z 4 M1+ Naz? + 282223 + a°7*.
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Puntos fijos indiferentes racionales

Finalmente
3(z) = AP(2) + af?(2)? =
= A3z + Z2D2(1 + Na+ a\'] + 2828802 + 28°03(1 + \)]+
+Z2M @A+ @N2(1 + V)2 +428N%) + - - - .

Como A3 —1 = (A—1)(1+X+)?), sesigueque 1+ A+ 12 =0.
Usando esto junto con la igualdad \® = 1, se obtiene

f3(Z) :Z+a3()\-|—5)z4_|_...
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Puntos fijos indiferentes racionales

Aplicando el Teorema de la flor a la iteracion 3, deducimos que
esta funcion posee 3 pétalos atractores y otros 3 repulsores en
torno al origen dispuestos alternativamente. Estos pétalos para
f3 también lo son para f. En efecto, si P es un pétalo atractor
para 3, entonces

lim (f*)"(20) = 0 para todo zy € P.

Como f(0) = 0, se sigue de la continuidad de f que

lim (£)3"*1(zy) = 0 para todo z € P

n—oo

y repitiendo de nuevo el razonamiento

lim (£)3"*2(zy) = 0 para todo z, € P.
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Puntos fijos indiferentes racionales

En definitiva, se tiene lim,_,«, f"(z9) = 0, lo que prueba que P
es un pétalo atractor para f.
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Puntos fijos indiferentes racionales

En definitiva, se tiene lim,_,«, f"(z9) = 0, lo que prueba que P
es un pétalo atractor para f.

Ejemplo 2
Sea f(z) = —z + z* Como (—1)? = 1, en este caso basta
obtener la forma de 2

P2)=f—z+ 2" =—(-z+ )+ (-z+ 2*)* =

= 2 A—ZPF Lo =2 =4 oo,

En este caso f? posee 6 pétalos atractores.
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Puntos fijos indiferentes racionales

En general, si f(z) = A\z+ azP*' +--- y X\ = exp(27pi/q) con p
y q primos entre si (A es una g—raiz de la unidad), el nUmero n
de pétalos atractores de 9 es un mltiplo de q. En efecto, las n
direcciones atractoras de f9 estan separadas por un angulo de
27 /n radianes; por tanto, tienen la forma

i0

giO+er/n) . gi(O+2n(n-1)/n)

Www=¢€", V=

Escogemos z; de forma que su érbita mediante f9 tienda a 0
en la direccion de vy; es decir, se verifica

. . Zk
im zg =0y lim =% = .
k—o0 k—o0 ‘qu’
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Puntos fijos indiferentes racionales

Si denotamos ™(z) por zm, vamos a comprobar que la érbita
de zy por 19, 21, 2441, Zog+1, .-, tiende a 0 en la direccién Avy:

= m =
f —f(0 /
k—00 | (223_0( )szq‘ |f'(0)]
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Entonces \v, debe coincidir con alguno de los v; (j # 0).

Luego:
e27Pi/q . gfi _ e(9+(27r/n)/')i’

de donde se sigue que (27p)/q — (27j)/n = 2k~; es decir,
p/q—j/n= k. Como p/qy j/nson nimeros positivos menores
que 1, necesariamente debe ser k = 0, por lo que pn = qj.
Esto nos dice que g divide al producto np, pero es primo con p,
por tanto, g divide a n.
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Puntos fijos irracionales

En este apartado abordamos parcialmente el estudio del
comportamiento local en un punto fijo neutral irracional.
Consideramos una funcion

f(2) = z+az? + ...,

definida para |z| < r, siendo |A| = 1, pero A no es una raiz de
la unidad. Entonces X puede escribirse de la forma A = 2%
con # € (0,1) real e irracional (usualmente, ¢ recibe el nombre
de angulo de rotacién en el punto fijo zy).

El problema central consiste en determinar si f(z) puede ser
linalizada, es decir, si es conjugada en un entorno U del origen
de g(w) = Aw.
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Si esto ocurre, entonces en U no puede haber puntos
periddicos de f(z), diferentes del punto fijo z. Por ello, U
estaria incluido en F(f).

Breve historia de este problema. En 1912, E. Kasner planteé
la conjetura de que la linealizacién siempre era posible. Pero 5
anos mas tarde, G. A. Pfeiffer prob6é que Kasner estaba
equivocado, pues para ciertas funciones mostré que la
linealizacién no era posible. En 1919, Julia crey6 que habia
probado que tal linealizacion nunca era posible, pero su prueba
no era correcta. En 1927, H. Cremer probd que para una
eleccion genérica de \ en el disco unidad no habia
linealizacion posible mostrando que en un entorno del punto
fijo neutral hay infinitos puntos periédicos de f.
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Definicion

Diremos que un angulo irracional @ verifica la condicién de
Cremer de orden d si el complejo asociado A = > cumple la
condicion

~1
log log (\)\q —1 ])
lim sup

> logd.
g—oo q g

La condicion anterior significa que la diferencia |A9 — 1] tiende
a 0 de una forma extremadamente rapida cuando q — oc.
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Teorema de Cremer

Sea 6 un angulo que verifica la condicion de Cremer de orden
d > 2y f(z) cualquier funcion racional de grado d que tiene un
punto fijo irracional zy. Entonces en un entorno de z, f posee
una cantidad infinita de érbitas periédicas.
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Teorema de Cremer

Sea 6 un angulo que verifica la condicion de Cremer de orden
d > 2y f(z) cualquier funcion racional de grado d que tiene un
punto fijo irracional zy. Entonces en un entorno de z, f posee
una cantidad infinita de érbitas periédicas.

Consideramos en primer lugar el caso de un polinomio

f(z) = z9 + ... + \z. Es facil comprobar que

f9(z) = z9° 4+ ... + \9z. Por tanto, los puntos fijos de f9 son las
raices de la ecuacion z9° + ... + (A9 — 1)z = 0. Luego tiene
d? — 1 puntos fijos distintos del origen y su producto es igual a
+(A\9—1).
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Esto obliga a que al menos uno z4 cumpla
0 < |zg| < N9 =11/ < AT — 1|1/

Por otra parte, por la condicién de Cremer, fijado € > 0, existe
una cantidad infinita de g € N de modo que

1
g 'loglog (m) > log d + e,

lo que implica
log A9 — 1|71

Un sencillo calculo permite obtener

0 < |zg] < A9 1]V < exp(—e9) (7)
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Si ponemos f(z) en la forma f(z) = z(z9~" + ... + \) = zfy(2),
por la continuidad de fy(2) en el origen, existe § > 0 tal que

|z| <0 = |f(2)] < €|z|. (8)
Entonces, tomando |z| < de~ 9, se deduce a partir de (8)

()| < e~ @R < 5 (9)
para k =1,2,..,q. Por (7) existe un punto fijo z; de f9

verificando
0 < |zq] < exp(—e9) < de™9,
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habiendo usado en el dltimo paso que limg_,, €°9/€*“ = 0.
Por ello, toda la orbita de z4 pertenece al disco D(0, §) y esto
puede hacerse para infinitos valores de q.

b) Consideramos ahora el caso de una funcién racional f(z) de
grado d.

(1) Si el grado del numerador es mayor o igual que el del
denominador, f(z) debe tener la forma

(z) agz?9 + ..+ bz
 bpzP+ ..t by

para que f(0) =0y f(0) = X\ (siendo p < dy ayg # 0 # by).
Entonces es obvio que existe z; # 0 de modo que f(z1) = 0.
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(2) Si el grado del numerador es menor que el del
denominador, entonces f(co) = 0.

Conjugando con w = h(z) = z/(z — z1), podemos conseguir
que en el caso (1) también se tenga que la aplicacion en
consideracion verifique f(0) = f(c0) =0 (ho fo h~! aplica cc y
0 en 0). Suponemos, por tanto, que nuestra funcién racional
verifica ademas que f(0) = f(oco) = 0. Finalmente, con un
cambio de escala puede conseguirse que f(z) adopte la forma

__ potencias de mayor grado + Az
B z9+ . +1

f(2)

)
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siendo el grado del numerador estrictamente menor que d
(f(o0) = 0). Ahora un célculo elemental pero tedioso permite
obtener

f9(z) = Pq(z) _ potencias de mayor grado + \9z
- Qu(2) Z07 ¢+ 1 :

Entonces los puntos fijos de f9 verifican
0= 2Qq(2) — Py(2) = 2(z% + ... + (1 = \9))

y puede aplicarse el mismo proceso que en el caso polinémico.
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