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La familia exponencial

En esta seccidn estudiamos los puntos fijos de la familia
exponencial dada por E,(z) = \é?, siendo ) real.
Comenzamos estudiando la existencia de puntos fijos reales.
(@) A =1/e. x* =1 es un punto fijo real obvio. Como

E{(x*) = A" = x* =1, se trata de un punto fijo neutral. La
recta y = ex es tangente en x =1 ala curva y = &%, por lo que
no existen mas puntos fijos reales.

(b) A > 1/e. Probaremos que la ecuacién f(x) = xeX —x =0
no tiene soluciones reales. Que no tiene soluciones reales
negativas es obvio. El signo de la derivada nos permitira
comprobar que tampoco existen raices positivas

oy vex 1y [ = si0<x<log(1/))
F(x) = Ae —A)—{ + si log(1/)) < x.
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La familia exponencial

Vemos que xo = log(1/A) es un minimo absoluto de f en
[0, +00), luego f(x) > f(xo) =1 —log(1/A) > 0, para todo
x> 0.
(c) A < 0. Eneste caso f'(x) = Ae¥ — 1 < 0 para todo x € R,
por lo que f es estrictamente decreciente en R. A la vista de
los limites en el infinito

Jm 1) = ooy lim_fx) =~
deducimos que existe un Unico punto fijo x* de f. Pueden
darse los siguientes casos:
—e<A<0.f(0)=A<0yf(—1)=A/e+ 1> 0;por tanto,
x* € (—1,0) y se trata de un punto atractor.
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A < —e. Ahora f(—1) = A/e+1 <0, pero limy_, y o f(Xx) = +o0.
Entonces x* < —1 y se trata de un punto repulsor.

A = —e. En este caso x* = —1 es el Unico punto fijo de f y se
trata de un punto neutral.

(d) 0 < A < 1/e. La tabla siguiente permite deducir que existen
2 puntos fijos: x* € (0,1) (atractor) y x** > 1 (repulsor).

x |0 1 +o00
f(x) | A Ae—1| 400

Se sigue del estudio realizado en (b) que la exponencial
compleja f(z) = e* no tiene puntos fijos reales. Vamos a
probar que tampoco tiene puntos fijos complejos atractores o
neutrales.
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Supongamos que z = x + iy es un punto fijo atractor para f.
Entonces
f'(2)] = |e*| = || <1,

por lo que e = |z| < 1. Por tanto, |z| < 1y x < 0. La igualdad
e‘ = z equivale al sistema

efcosy =x
efseny =y,

de donde se sigue la igualdad y/x = tgy. Nétese que |y| < 1Y,
para estos valores de y, tgy e y tienen el mismo signo, lo que
implica que la igualdad y/x = tgy es imposible.

La prueba de que la exponencial compleja no posee puntos
fijos neutrales es aun mas facil: si z es neutral,

|f'(z)| = |€*| = €¥=|z| =1. Entonces x =0e y = +1, lo que
es incompatible con e = z.
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El bouquet de Cantor

Consideramos la familia exponencial dada por Ej(z) = \é?,
siendo 0 < A < 1/e. Con anterioridad, hemos visto que E)
posee dos puntos fijos reales g, (atractor) y p, (repulsor) tales
que g\ < 1 < py. Veamos que se tiene

g <log(1/A) < px. (1)
En efecto, de ser g, y p, puntos fijos de E, se sigue que
g = Ex(g) < Ej(log(1/X)) =1 < E\(Px) = px.
Pero la relaciéon anterior no es otra cosa que

xeP < \go9(1/2) < \gPx,

lo que prueba (1).
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Necesitamos escoger un numero real £, en el intervalo
(log(1/X), px) de modo que

E/\(EA) <€)\. (2)

Consideramos la funcién g(x) = e*/x para x > 1. Nétese que
g'(x) > 0 parra x > 1, por lo que g es estrictamente creciente

en [1,+00). Como g(1) =e, g(py) =1/Ay 1 <log(1/A) < pa,
si escogemos ¢, en el intervalo (log(1/X), p»), se tiene

a(¢y) < g(px) = 1/A. Por tanto, con esta eleccion de ¢, hemos
conseguido que se verifique (2).
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E, aplica el semiplano Rez < ¢, en si mismo:
Re(Ex(2)) = \e™®? cos(Imz) < e = E\(£) < .

Por Teorema ?? todas las érbitas que comienzan en el
semiplano Rez < ¢, son convergentes hacia g,. Por ello, este
semiplano esta contenido en la cuenca de atraccidn del punto
fijo g vy, por tanto, esta contenido en el conjunto de Fatou de
E,. Esto implica que el conjunto de Julia de E) esta contenido
en el semiplano Rez > (.

Claim 1: Existe ¢ > 1 tal que |E}(z)| > p para todo z en el
semiplano Rez > /.
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En efecto, si Rez > /), se tiene
|E'(2)| = Ae™7 > Ae™ = ju > 2091/ = 1.

Ahora vamos a construir en el semiplano Rez > ¢, una
coleccién de conjuntos invariantes de Cantor para E,.
Escogemos N € N y denotemos por By el rectangulo formado
por los z = x + yi tales que

x€ltn] eye[-(2N+ 1) (2N + 1)),

donde r, se escoge de modo que Ae™ > r\ + (2N + 1) (ver
figura siguiente).
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E, transforma el lado derecho de By en la circunferencia de
centro el origen y radio Ae™, mientras que el lado izquierdo lo
transforma en la circunferencia centrada en el origen y radio
Ae“r. Consideramos el anillo A = {z: \e®» < |z| < \e™}.
Vamos a probar las propiedades siguientes:

(1). By c;\. Si z= x+ iy € By, entonces
OHh<x<nr, —@2N+1)r<y<(@N+1)r.
Por tanto, se verifica
1z| < x|+ |y| <+ (2N +1)m < xe™.

Por otra parte, si z € By, se tiene |z| > () > et
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(2). E\ transforma By sobre A. Si z € By, entonces
E\(z) = A\e¥e” con x e y como antes. Luego

|Ex(2)] = Ae¥ < Xe™ y |Ex(2)| = Ae¥ > NeP.
Ahora, paracadai= —N, ..., N, sea R; C By el subrectangulo:
0 <Rez<r, (2Qi+1)r <Imz < (2i+1)~.

Como en (2), se prueba que E) aplica R; sobre el anillo A.
Veamos el caracter sobreyectivo. Si w € A, entonces

w = rxe, siendo r € (e, e™)y 6 € [(2i — 1), (2i + 1)7].
Ponemos x =logry z= x+ 0i. Esobvioque z € R; y
E\(2) = xe¥e? = Are” = w. De laigualdad E\(R;) = A, se
sigue que R; C Ex(R;) para cualesquiera i, j.
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Por Claim 1 sabemos que existe x> 1 tal que
I(E\(2))] > > 1 para Re(z) > (. (3)

Por tanto, la propiedad anterior se verifica en cada R;.
Definimos ahora Ay por

Ay ={z e By: El(z2) € By (V))}. (4)
Para cada k = —N, ..., N, se define
S(k)={z:(2k—-1)r <Im(z)< (2k+1)r}.

Denotamos por L_k la rama de la inversa de E, definida en el
plano sin el semieje real negativo y con valores en S(k).
Entonces, size C— {z=x+0yi: x < 0},

Lx(z) = log(|z|/\) + arg(z)i, con 0 € [(2k — 1), (2k + 1)~].
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Para todo k = —N, ..., N se tiene

Eyolk(z) =z paratodo ze C—{z=x+0i: x <0}. (5)

Lx(R;) C,E?k para cualesquiera j, k.

Como R; C A, cada w € R; puede expresarse en la forma

w = rxe?, siendo r € (e*,e™)y 0 € ((2k — 1), (2k + 1)x).
Entonces Lx(w) =logr +i0'y como r € (£, ry), se sigue que
Lk(W) € R.

Dado z € Ay, nétese que Zm(EJ(z)) # (2j = 1)x para
cualesquiera entero no negativony j = —N, ..., N.
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En efecto, si EJ(z) = x + (2j + 1)xi, entonces EJ*'(z) = —\e&¥
gue no pertenece a By.

Por tanto, cada E{(z) esta en un determinado R; (denotamos
por R el subrectangulo R; sin los lados superior e inferior). En
consecuencia, cada z € Ay determina una Unica sucesion

S = (S0, 51,52,...)con s; = —N, ..., N para cada i tal que

El(z)e R;, paran=0,1,.... (6)
En las condiciones anteriores se verifica la igualdad
Lspo EN(E}(2)) = z. (7)
En efecto, ponemos w = EJ(z). Sabemos que w € R; , luego

w=x+yiconxe€l[lyn]eye((2sh—1)m, (2sp + 1)7).
Entonces Ls,(Ex(w)) = Lg,(Ae¥™Y) = x + iy.
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Por ello, consideramos el conjunto
Yn = {S=(S0,51,52,...): =N < 5; < N, s; € Z} dotado con la
topologia producto. Denotamos por o la aplicacion definida de
¥ n en si mismo dada por

(80,882, ...,) = (81, S2, ....).
Vamos a probar que para cada s € ¥y, el conjunto

Mpso Lso 0+ o Ls, 1 (Bn)

n>0

s6lo contiene un punto que denotamos por Zs.
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Por ello, consideramos el conjunto

Yn={5=(%0,51,5,...): =N < s; < N,s; € Z} dotado con la
topologia producto. Denotamos por o la aplicacion definida de
3 n €n si mismo dada por

(80,882, ...,) = (81, S2, ....).
Vamos a probar que para cada s € ¥y, el conjunto

Mpso Lso 0+ o Ls, 1 (Bn)

n>0

s6lo contiene un punto que denotamos por Zs.

La aplicacion ¢ : s € £y — ¢(S) = zs € Ay es un
homeomorfismo y representa una conjugacion de o con E)
restringida a Ay.
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Prueba

1. ¢ es sobre. Dado z € Ay, sea s = (s;) € Xy dada por (6),
probaremos que ¢(S) = z. Obviamente, Lg, o E)\(Z) = z.
Razonando por induccién, supongamos que

z2=Lg oo Le,(EJF(2).

Usando la hipétesis de induccion y (7), resulta

LegoLs,o- - oLs,., (EF¥2(2)) = (Lsyols,o---oLs,)(Ls, oEA(ETT (2))) =

== (LSO (0] LS1 @ococ© Lsn(Eg+1 (Z)) =Z.

Esto prueba que z € (Ls, o Ls, o - - - o Ls,(Byn) para todo entero
n > 0. Por tanto, z = ¢(9).
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2) ¢ es inyectiva. Sean's,s* € ¥ con S # §* y, sin embargo,
#(S) = ¢(8*) = z. Sea i el primer entero no negativo tal que
S; # s;. Sabemos que
zelgols 0o---0Ls(By)N Ls(»; olgro---o0 Ls:(Bn).
Aplicando E) i veces, obtenemos
E{(2) € Ls,(Bw) N Ls: (Bw),
lo que es una contradiccion, pues un complejo en Lg,(By) tiene

su parte imaginaria en ((2s; — 1), (2s; + 1)) y los de Ls: (Bn)
la tienen en ((2s7 — 1), (257 + 1)7).
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3. ¢ es continua. Sean s° € Yy, Zg = #(8°) y V = DD(2g,¢) N An
un entorno de z, en Ay. Recordemos que |E}(z2)| > u > 1 para
Re(z) > (. Escogemos k € N de modo que

diam(By)/p*t! < e y consideramos el entorno U de 5° para la
topologia producto dado por

U= {52 (S,’) S5 = s?,i:0,1,...,k}.
Por la definicion de ¢, se tiene

¢(§O), #(8) € Lsy 0--- 0 Ls (Bn).
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Para cualesquiera z1, z> € By, se tiene
|Lsy0: - oLg(21)—Lsyo: - -oLs, (22)| < |z1—2z|sup{|(Ls,0- - -oLs, ) (2)] : 2

De lo anterior es facil deducir que

_ _ . 1
|9(8) — ¢(58°)] < dlam(BN)W <e.
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4. ¢ tiene inversa continua. Sean zy € Ay, 8% = ¢~ (20) ¥
V={s=(s)):s=5s?(i=0,1,..,k)} un entorno de s° para la

topologia producto en . Sabemos que Ej(z) € R, para

i=0,1,.., k. Por continuidad de las E’, existe § > 0 de modo
que

E}(2) € Rso paratodo z € D(2y,8) N By, i =0,1,.., k.
Ponemos U = D(zy,0) N Ay se tiene
ze U= E{(2) € Ry
Por tanto, para z € U, si (t;) = ¢~ '(z), entonces t; = s? para

i <k.
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5. Tenemos que probar la igualdad E(z) = ¢ oo 0 ¢~ 1(2) para
todo z € Ay. Sean z € Ay y (So, Sy, S2,..) = ¢~ '(2). Entonces

zelgols 0---0Ls,(By) paratodo ne N.
Se sigue que
Ex(z) € ExolLgyols o---0Ls,(By) paratodo ne N.
Por (5) concluimos
E\(z) € Ls, 0--- 0 Ls,(By) paratodo ne N.
Luego

E)\(Z) = ¢(S17327 ) = d) o 0(507317327 ) = (b coo ¢_1 (Z)
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Por (3), |[E5(2)| > 1 > 1 para todo z € Ay. Entonces el
Teorema?? nos asegura que Ay esta contenido en el conjunto
de Julia de E,. Finalmente, es obvio que la sucesién (Ay) es
creciente y Up>1An C J(Ey). De hecho, también es cierta la
inclusion contraria. Como J(E,) es el cierre del conjunto
formado por todos los puntos periddicos repulsores, basta
probar que estos puntos pertenecen a UyAy. Sea zy un punto
periédico repulsor para Ey, como pertenece al conjunto de
Julia debe estar en el semiplano Re(z) > ¢,. Tomando N
suficientemente grande, conseguimos que todo el ciclo
repulsor esté contenido en By. Obviamente, toda la 6rbita de
Zo permanece en By y, por tanto, zy € An. Queda probada,
pues, la igualdad

Un>1An = J(E)) (8)
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Definicion

Sea Cy C J(E,) un conjunto invariante. Diremos que Cy es un
N—bouquet de Cantor para E), si existe un homeomorfismo

h:Xn x[1,+00) — Cy,

que verifica
@ h(s,1) = ¢(8) = zs.
o Ey(h(s, 1)) = h(a(8), Eq/e(1).
@ Paracada s € Xy, se tiene lim;_, 1 h(S,t) = occ.
@ Sit#1,limp_ EJ(h(S, 1)) = oo.
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J(E)) contiene un N—bouquet de Cantor paracada N € Ny
Ae (0,1/e).

Prueba

(1) Para definir h fijamos ¢ > 0demodoque /y <1+c<ny
consideramos la sucesion de funciones

hi(s,1) = Lis(Ey75 (1) + ©),

siendo Ly s = Ls, o Ls, o --- o Lg,. La funcion hva a ser el limite
de las hx cuando k — oo. De la funcidn E; ¢ necesitamos
saber que 1 es un punto fijo y que 1/e(z‘) — oo parat>1,lo
que se demuestra facilmente por induccion.
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(i) Nétese que E1”/e(1)+ ¢ =1+c e By paratodo n € N. Luego
hk(§7 1) = LSO O---0 Lsk(1 —+ C) S LSO Oo-:--0 LSK(BN)

Si zs = ¢(S), también z pertenece a este ultimo conjunto para
todo k > 0. Por tanto, se verifica

|he(S,1) — z5| < diam(Lg, o --- o Lg, (Bn))

y ahora basta recordar que diam(Ls, o --- o L, (By)) — 0
cuando kK — oo.

(if) Ahora vamos a probar que (hn(S, t)) converge
uniformemente en Xy x [1, +o0]):

|hns1 (8, )= hn(S. )| = [Lny15(ET (D) +¢) —Las(ETS (D) +c)| =

C. Pifieiro Teoria Global de puntos fijos



El bouquet de Cantor

= I ® Loy (EI(0) +0) — Lus (B (0 +0)] =

n+1

= |Lps 0 Ls,,, (65707 4 ¢) Los(E7fg (1) + )| =

En+1

= |Lps[log (€57e D7 4-¢) —log A+2msp11] ~Los(E7H () +0)-
€)

Con ny tfijos, aplicamos a g(x) = log(e® + x) el Teorema del

valor medio en [0, c|, siendo s = E{’/*; (t) — 1, obtenemos

|og (eEf?—; (t)_1 + C) = Ef/—:l(t) - 1 + Cg/(en,t),
con 0, € (0, ¢). Sustituyendo en (9), resulta

[hny1(8, 1) — hn(S, 1)] =
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c ,
— \ang(Ef/*: (t)—1—log >\+637t+27rsn+1 N—L,s(EM (t)+e)| <

+0n’ 1/6
S /,L_(n+1)‘ — 1 + |Og(1/)\) + C(m - 1) +27TS,,+1I'] S
1 +log(1/A\) + 27N +2¢ M
< ,Un+1 = Iun+1'

Ahora basta tener en cuenta que para m > n se tiene

‘hm(ga t)_hn(ga t)| < |hm(§a t)_hm—1 (ga t)|+' ' '+’hn+1 (ga t)—hn(ga t)| <
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Las siguientes acotaciones para Re(h(s,t)) y Zm(h(s,t))
seran usadas mas adelante

(259 — 1)m <Im(h(s,t)) < (2sp +1)m, Re(h(s,t)) >t. (10)

Para la prueba de la expresion situada a la izquierda, basta
tener presente la siguiente propiedad obvia

(259 — 1)m < Zm(hp(S, 1)) < (250 + 1)7. (11)

para cualesquieras € Ly, t >1yn=20,1,2.... Y si tomamos
limite cuando n — oo, se obtiene para h la acotacién deseada.
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Las siguientes acotaciones para Re(h(s,t)) y Zm(h(s,t))
seran usadas mas adelante

(259 — 1)m <Im(h(s,t)) < (2sp +1)m, Re(h(s,t)) >t. (10)

Para la prueba de la expresion situada a la izquierda, basta
tener presente la siguiente propiedad obvia

(259 — 1)m < Zm(hp(S, 1)) < (250 + 1)7. (11)

para cualesquieras € Ly, t >1yn=20,1,2.... Y si tomamos
limite cuando n — oo, se obtiene para h la acotacién deseada.

Para la prueba de la expresién de la derecha en (10),
procedemos como sigue.
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Para k = 0, tenemos
Re(ho(s, t)) = Re(Ls,(E1/e(t)+¢))) = 10g(E1/e(t)+c)—log A =

=log(e'~' 4+ ¢) +log(1)) >t — 1 +log(1/\) > t,
ya que log(1/A) > 1.
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Para k = 0, tenemos

Re(ho(s, 1)) = Re(Ls,(E1/e(t)+¢))) = log(Eq/e(t)+¢) —log A =
=log(e'~' 4+ ¢) +log(1)) >t — 1 +log(1/\) > t,

ya que log(1/A) > 1.

Razonando por induccién, suponemos que se verifica
Re(hy(s,t)) >t, parat>1,5scxrn,k=0,1,. (12)
y acotamos Re(hyy1):

Re(hi11(3,1)) = Re(Lsg o -+ o Ls,,(Ef (1) + €)) =
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Re(hii1(8,1) = Re(Lsy (Lst oo Ls (E{L (Eye(t)) +0))) =

> log(|Lsy oo Lg,,, (EX (Erje(t)) + €)] —log(A) >

> log(Eq /e(t)) — log(A)

habiendo aplicado en el Ultimo paso la hipoétesis de induccion
(12). Finalmente

Re(hs1(5,1) > t — 1+ log()) > t.
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(2) Continuidad de h. Es suficiente probar que cada h, es
continua, ya que la convergencia uniforme garantiza que

h = lim_, hp es continua. Dados (5°,t) y ¢ > 0, sea V el
entorno de s° dado por V = {(s;) : 5; = s? (Vi < n)}. Por la
continuidad de Ln’go(Ef/Jf?1 (t) + ¢), existe 6 > 0 tal que

|Lnge(ETfS (1) +€) = Logo(ET/(fo) + ) < e

parate U= (ty— 9,1t +d)N[1,+00). Entonces, para
(5,t) € V x U, se tiene

|hn(8,8)=hn(8°, to)| = |Lpzo(ETS (D))~ Logo(E] (fo)+€))| < e
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(4) Vamos a obtener la igualdad E\(h(S, t)) = h(a(S), E1/e(t)))
que es la condicién (ii) de la definicién anterior. Aplicando (5),
para cada n € N se tiene

Ex(hn(3, 1)) = Ex(Lsyor oL, (ET (1)4€)) = Lo()n1(E5 +0) =

= Lys).n-1(Ef/e(E1/e(t)) + €) = hp_1(0(3S), Eq/e(t)).

Tomando limite cuando n — oo se obtiene el resultado
deseado.

C. Pifieiro Teoria Global de puntos fijos



El bouquet de Cantor

(5) h es inyectiva. Supongamos que h(s, t) = h(s*, t*) = z pero
(s,1) # (8%, t*). Si probamos que sp = s§, entonces es f4cil
obtener la igualdad s = s*. En efecto, por (4) se tiene

h(a(8), E1/e(1))) = h(o(5%), Eq/e(t)),

lo que permite deducir que sy = sj. Procediendo de esta forma
probar.i:amos que s =§". Veamos, pues, que sy = sj. Por (11),
se verifica

(2sp—1)m <ZIm(z) < (2sp+1)my (255—1)m < Im(z) < (2s5+1)m,

lo que solo es posible si 5o = s; 6 son enteros consecutivos y
Im(z) =2ns+ 1 con s entero.En este Ultimo caso, para E,(2)
se verifica

E,\(z) _ )\eRe(z) . e(2s+1)7ri _ —/\eRe(z) <0
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El bouquet de Cantor

(6) lim¢— 400 H(S, t) = co. En (1) hemos visto que
Re(h(s,t)) > t para cualesquiera s € ¥ y t > 1. Por tanto, se
tiene lim;_,+ o Re(h(s,t)) = +oo.
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El bouquet de Cantor

(6) lim¢— 400 H(S, t) = co. En (1) hemos visto que
Re(h(s,t)) > t para cualesquiera s € ¥ y t > 1. Por tanto, se
tiene lim;_,+ o Re(h(s,t)) = +oo.

(7) Sit#1, limp_o Re(E{(h(s,t))) = +oo. Por (5), para
k,n e Ncon n < k, se tiene

EQ(he(5.1)) = Lay 0 - Le, (EKL (1) + ¢) =

= Loy o~ Lo, (ES T (ED (1) + ).

C. Pifieiro Teoria Global de puntos fijos



El bouquet de Cantor

Aplicando (12), obtenemos
Re(E{(hk(8, 1)) = Re(Ls,o - - Ls (Ef 7 (Ef o()+€)) > EF (1)

Finalmente, tomando limite cuando k — oo con n, t, s fijos,
resulta
Re(E{(h(s, 1)) > E{e(1),

Como t > 1, se sigue el resultado deseado.
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El bouquet de Cantor

Aplicando (12), obtenemos
Re(E{(hk(8, 1)) = Re(Ls,o - - Ls (Ef 7 (Ef o()+€)) > EF (1)

Finalmente, tomando limite cuando k — oo con n, t, s fijos,
resulta
Re(E{(h(s, 1)) > E{e(1),

Como t > 1, se sigue el resultado deseado.

Consideremos la curva hs : [1,4+00) — C definida por

hs(t) = h(s, t). Podemos interpretarla como un ’pelo’ que nace
en zs = hs(1) = h(s,1) € Ay. Por otra parte, la propiedad (iii)
de la definicién nos asegura que el pelo se extiende hasta el
infinito, pues lim¢_, 1 o hs(t) = lim¢ 1o A(S, t) = 0.
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El bouquet de Cantor

También cada hs es un homeomorfismo de [1, +occ) sobre
cierto subconjunto de C. Por ultimo, a la luz de la propiedad (ii)
de la definicidén, de ducimos que E, permuta los pelos como o
permuta las sucesiones en ¥ y. En efecto, basta tener presente
la relacién

Ex(h(s.1)) = h(o(S), E /4(1))).

A cada s € Uy X le corresponde un unico pelo, pues
limp_ oo L§7,1(E1”/J;1 (t) + c¢) sélo depende de la sucesion (sp),
independientemente de que pertenezca a un Ly u otro.
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El bouquet de Cantor

El conjunto Iy se denomina un N—bouquet de Cantor. Notese
que la condicién (ii) de la definicidn garantiza que cada
conjunto 'y es invariante para E,.
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El bouquet de Cantor

El conjunto Iy se denomina un N—bouquet de Cantor. Notese
que la condicién (ii) de la definicidn garantiza que cada
conjunto 'y es invariante para E,.

Los puntos h(s, t) para t > 1 tienen érbita divergente, por la
propiedad (4) de la definicién. Esto permite afirmar que
pertenecen al conjunto J(E)). En efecto, basta tener en cuenta
que E, so6lo posee un punto singular, el origen, y E, es
criticamente finita.
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El bouquet de Cantor

Los restantes puntos {h(s,1) : s € £n} = Ay también estan en
el conjunto de Julia, como ya hemos visto, pero estos tienen
orbita acotada. Ay se denomina corona del bouquet de

cantor.
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El bouquet de Cantor

Los restantes puntos {h(s,1) : s € £n} = Ay también estan en
el conjunto de Julia, como ya hemos visto, pero estos tienen
orbita acotada. Ay se denomina corona del bouquet de
cantor.

El conjunto I' = Un>1 'y se dird que es un bouquet de Cantor.
Veamos que se tiene la igualdad J(E,) = I'. Acabamos de ver
la inclusién 'y C J(E,) y la inclusion contraria es obvia pues
anteriormente hemos visto que J(Ey) = Un>1 ANy C Un>1 .
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El plano paramétrico

Como en el caso de la familia cuadratica, el plano paramétrico
para E, es un subconjunto del A—plano que refleja el
comportamiento de la érbita critica, que no es otra que la érbita
del origen (Unico valor singular de E,). Nuestro objetivo es
dibujar y estudiar el plano paramétrico de la familia
exponencial. Veremos que hay algunas similitudes con el
conjunto de Mandelbrot pero también importantes diferencias.
Finalmente, probaremos que hay una relacién entre ambos.
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El plano paramétrico

Como en el caso de la familia cuadratica, el plano paramétrico
para E, es un subconjunto del A—plano que refleja el
comportamiento de la érbita critica, que no es otra que la érbita
del origen (Unico valor singular de E,). Nuestro objetivo es
dibujar y estudiar el plano paramétrico de la familia
exponencial. Veremos que hay algunas similitudes con el
conjunto de Mandelbrot pero también importantes diferencias.
Finalmente, probaremos que hay una relacién entre ambos.

En la figura siguiente se muestra una porcion del plano
paramétrico. En blanco aparece la regién donde la 6rbita critica
es acotada y en negro los valores de \ para los que la érbita de
0 mediante E, es no acotada. Para decidir si (E\(0)) es
acotada o no, procederemos como sigue.
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El plano paramétrico

Elegimos un numero maximo de iteraciones N y aceptamos
que la oOrbita es acotada si Re(E»(0)) < 50 paratodon < Ny
no acotada si Re(E\(0)) > 50 para algin n < N. Nétese que si
Re(EJ(0)) > 50, entonces

[EPH1(0)] = A& RE(EL(0) > ) @50,
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El plano paramétrico

Veamos como es el conjunto de los A tales que E) posee un
punto fijo atractor z:

\eF =2z, E\(z)=Xe"=C(Cy[(|<1.
Entonces ( = z y expresando \ en funcion del multiplicador ¢
A=¢e ([¢l < 1). (13)

Para k € N, denotaremos por Cyx el conjunto formado por todos
los A para los que E), posee un k—ciclo atractor. Por (13), C4
es la regioén interior a la cardioide de ecuacién

A=cCe ¢ ([¢=1). (14)
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El plano paramétrico

Pasamos ahora a ocuparnos de Cy para k > 2. Fijado k > 2,
para cada \ € Ci, E) posee un k—ciclo atractor zy, .., z.
Recuérdese que (EX)(z)) = Nj<x E}(z;); por tanto, al menos
para un i < k se cumple |z;| < 1. Denotamos z;, 1 por zy(\) y
se verifica

|20(N)| = |2is1] = |Ex(2))| = [Ex(2)] < 1.
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El plano paramétrico

Pasamos ahora a ocuparnos de Cy para k > 2. Fijado k > 2,
para cada \ € Ck, E) posee un k—ciclo atractor zy, .., z.
Recuérdese que (EX)(z)) = Nj<x E}(z;); por tanto, al menos
para un i < k se cumple |z;| < 1. Denotamos z;,¢ por zy(\) y
se verifica

|20(M)] = |2ie1| = [Ex(2))] = |Ex(2))| < 1.

Proposiciéon

Cada Cx es abierto.
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El plano paramétrico

Prueba

Por reduccion al absurdo, supongamos que Ck no es abierto.
Existen A\g € Ck, \n ¢ Cy tales que A\, — A\g. Como A\ € Cx,
E), posee un punto k-periodico z*. Luego

EN(Z) =2y (B, (2 < 1. (15)

(EX)'(2) es continua en C x C, luego existe
U =D()\o) x D(z*, r) de modo que

I(EXY(2)| < 1 para (A, 2) € U, (16)

donde D()\g) se escoge suficientemente pequeno para que
An € D(X\o) para n > ny. Ahora, para cada n > ny, ponemos
fa(z) = EX (z) — z y probaremos que existe my > ng tal que
(fa)n>m, €s uniformemente acotada en D(z*, r) y, por tanto,
normal en D(z*, r).
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El plano paramétrico

En efecto, paran> nyy z € D(z*, r), se tiene
fn(2) — fo(2°)| < |2 — 27| - sup{|fp(w)| : w € D(z",r)} < 2r,

dado que, por (16), se tiene |f(w)| = |(E§n)’(w) —1] < 2. Por
otro lado, a la vista de (15), se verifica
limn o0 fn(2*) = EX (2*) — 2* = 0, por lo que existe my > ny de
modo que |f,(z*)| < 1 para n > my. Se sigue de manera obvia
que

If(z)| <2r+1paran>myy zecD(z"r).

Por el criterio de Marty, (f1)n>m, €s normal en D(z*, r), luego
existe una subsucesion (fp,)p que es uniformemente
convergente en compactos en D(z*, r) hacia f(z) = Efo(z) —Z.

C. Pifieiro Teoria Global de puntos fijos



El plano paramétrico

Finalmente, nétese que f(z*) = 0 pero f,(z) # z en C, lo que
contradice el Teorema de Hurwitz.
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El plano paramétrico

Finalmente, nétese que f(z*) = 0 pero f,(z) # z en C, lo que
contradice el Teorema de Hurwitz.

Sea U C Cx un abierto tal que U es compacto y 0 ¢ U. Existen
constantes positivas ¢y y ¢, tales que

c1 <|z(\)| < c, parare U,j=0,1,...k—1.
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El plano paramétrico

Finalmente, nétese que f(z*) = 0 pero f,(z) # zen C, lo que
contradice el Teorema de Hurwitz.

Sea U C Cx un abierto tal que U es compacto y 0 ¢ U. Existen
constantes positivas ¢y y ¢, tales que

c1 <|z(\)| < c, parare U,j=0,1,...k—1.

Prueba

Como acabamos de ver, para cada A € U, zy(\) es un punto
k—periddico para E, tal que |zp(A\)| < 1. Los otros
componentes del ciclo al que pertenece zy(\) son: E4(2o()))
conj=1,..,k — 1. La siguiente desigualdad es obvia
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El plano paramétrico

sup{|EL(zo(\))| : j=0,1,...,k—1,A e U} <
< sup{|EL(2)| :j=0,1,..k—1,x e U,z c D}

y el supremo mas a la derecha es finito por tratarse de un
namero finito de funciones continuas en el compacto D x U.
La otra acotacion se prueba de manera similar considerando el

infimo y teniendo en cuenta que las funciones implicadas no se
anulanen D x U.

C. Pifieiro Teoria Global de puntos fijos



El plano paramétrico

sup{|EL(zo(\))| : j=0,1,...,k—1,A e U} <
< sup{|EL(2)| :j=0,1,..k—1,x e U,z c D}

y el supremo mas a la derecha es finito por tratarse de un
numero finito de funciones continuas en el compacto D x U.

La otra acotacion se prueba de manera similar considerando el
infimo y teniendo en cuenta que las funciones implicadas no se
anulanen D x U.

Proposicién

Cada componente de Cy es simplemente conexa.
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El plano paramétrico

Prueba

Sea C una componente conexa de Cx y consideremos la
sucesion de funciones (Gp), siendo Gp(\) = EJ(0). Notese
que las G, son funciones enteras. Sea v C C una curva
cerrada de Jordan y denotemos por D la regibn compacta que
determina. Probaremos que D C C. Sea U C C un entorno
abierto de  tal que U C C. Para cada ) € C, (G (\))
converge hacia zy(\), siendo Zp(A) un punto k—periodico de
E). Por el Lema sabemos que |zyp()\)| < ¢, para cada A € U.
Vamos a probar que (Gkn)n €s normal en C. Fijado g € C, sea
w= |(E§O)’(zo()\o))| < 1. Por continuidad, existe un entorno
V(o) x D(20(Xo), r) de (Ao, Zo(Ao)) tal que

(EX)(2)| < p< 1, para X € V(X), z € D(Z(Xo),r), (17)
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donde V(X\g) C C. Para z € D(Zy(X\o),r) Yy A € V(\g), se tiene:
|EX(2) — EX,(20(h0))| < sup{|(EX)'(W)] - |z = Zo(Xo)I-
Esto prueba que, para cada A € V()\g), se verifica que
EX(D(20(0), 1)) € D(20(Ao), 1)-

Como Efg(O) — Zp(Ao) cuando n — oo, se sigue que existe
m € N de modo que EX™(0) € D(zo(Ao), r). Finalmente,

usamos la continuidad de E/(0) : C — C para determinar un
entorno W(\g) de modo que

E (0) € D(20(Xo), 1) para A € W(\o).
Si Vo = V(o) N W(Xg), se tiene para A € Vp
ET*(0) € D(20(Xo). 1) Y EX(D(20(Xo). 1)) € D(2Zo(Ao), 1)
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De las condiciones anteriores se sigue que

Gin(N) € D(zp(Xo),r) paran> my X € Vp, lo que implica la
normalidad de la sucesion Gk, en V. Con la normalidad en la
mano, tenemos que Zy(A) es una funcién analitica en C. Sea x
la funcién definida por x(\) = (EX)'(zo()\)) para cada A € C.
Esta funcién es analitica y puede aplicarse el principio del
modulo maximo en la regién compacta D. |x()\)| < 1 para XA en
7, por tanto, también |x(\)| < 1 para X en el interior de D. Sélo
nos resta probar que, para cada A en el interior de v, E) posee
un punto k-periddico con multiplicador x(A). Para ello, ntese
que EX(z0()\)) = zo()\) para z € U. Entonces por el principio de
identidad deducimos que se da la igualdad también en D.
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