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Diferencias entre las dindmicas racional y entera

La principal diferencia entre la iteracién de funciones racionales
y la de funciones enteras trascendentes esté relacionada con
el punto co.

@ Para las polinémicas este punto es un punto fijo
superatractor.

@ Para las racionales dindmicamente oo es un punto lo
mismo que cualquier otro de la esfera de Riemann.

@ Para las enteras trascendentes oo es una singularidad
esencial. El Teorema de Picard afirma que, en
cualquier entorno reducido de oo, la funcién alcanza
todo valor complejo excepto, a lo sumo, un valor y
toma cualquier otro valor un numero infinito de veces.
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Diferencias entre las dindmicas racional y entera

La principal diferencia entre la iteracién de funciones racionales
y la de funciones enteras trascendentes esté relacionada con
el punto co.

@ Para las polinémicas este punto es un punto fijo
superatractor.

@ Para las racionales dindmicamente oo es un punto lo
mismo que cualquier otro de la esfera de Riemann.

@ Para las enteras trascendentes oo es una singularidad
esencial. El Teorema de Picard afirma que, en
cualquier entorno reducido de oo, la funcién alcanza
todo valor complejo excepto, a lo sumo, un valor y
toma cualquier otro valor un numero infinito de veces.

Este comportamiento de la funcion en las proximidades de oo
produce sustanciales diferencias en la dinamica.
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Valores singulares

La dinamica de las funciones racionales esta determinada en
gran medida por el comportamiento de las 6rbitas de los
puntos criticos como indica el siguiente resultado.

Teorema

Si la funcién es racional, en la cuenca de atraccion de todo
ciclo atractor o parabdlico hay un punto critico.

El siguiente ejemplo muestra que en el caso de las funciones
enteras el conjunto de las érbitas singulares debe ser
ampliado.
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Valores singulares

Ejemplo

Sea E,(z) = \é?, siendo X € (0,1/e). Esta funcién no tiene
puntos criticos y, sin embargo, posee dos puntos fijos reales y
uno de ellos es atractor como se verd el apartado siguiente.
Por tanto, Ey no cumple el teorema anterior. En este ejemplo el
papel de los valores criticos lo juega el cero que es un valor
omitido por E,.

Técnicamente, 0 es lo que se denomina un valor asintoético.
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Valores singulares

Definicion

Sean f entera trascendente y w € C. Diremos que w es un
valor asintético de f si existe una curva continua ~(t)
verificando

im () =ocy lim_f(y(t) = w.

t—+o00

En el caso de la funcién E), para cualquier curva ~(t) que
verifique Re(v(t)) — —oo, se tiene

i — i Re(v(1)) —
Jim_|Es(2()] = A lim e 0.

Por tanto, 0 es un valor asintético para E,.
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Valores singulares

Definicion

Si f es entera, denotaremos por sing™(f) el conjunto formado
por todos los valores criticos de f (= imagenes de los puntos
criticos) y por los valores asintoticos de f.
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Valores singulares

Definicion

Si f es entera, denotaremos por sing™(f) el conjunto formado
por todos los valores criticos de f (= imagenes de los puntos
criticos) y por los valores asintoticos de f.

La extension del teorema anterior al caso de funciones enteras
es el siguiente.

Teorema

Si f es una funcién entera trascendente y zy un punto periédico
atractor o parabdlico para f, entonces la 6rbita de algun valor
singular es atraida por la érbita de z.
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Componentes de Fatou. Clasificacion

@ Si f es una funcién entera, llamaremos componente de
Fatou a cada componente conexa del conjunto de Fatou.
Como este conjunto es abierto, se trata de regiones
maximales disjuntas.
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Componentes de Fatou. Clasificacion

@ Si f es una funcién entera, llamaremos componente de
Fatou a cada componente conexa del conjunto de Fatou.
Como este conjunto es abierto, se trata de regiones
maximales disjuntas.

@ Su numero puede ser finito o infinito, pero numerable.
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Componentes de Fatou. Clasificacion

@ Si f es una funcién entera, llamaremos componente de
Fatou a cada componente conexa del conjunto de Fatou.
Como este conjunto es abierto, se trata de regiones
maximales disjuntas.

@ Su numero puede ser finito o infinito, pero numerable.

@ Recuérdese que g(f2) es una region si Q2 lo es.
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Componentes de Fatou. Clasificacion

@ Si f es una funcién entera, llamaremos componente de
Fatou a cada componente conexa del conjunto de Fatou.
Como este conjunto es abierto, se trata de regiones
maximales disjuntas.

@ Su numero puede ser finito o infinito, pero numerable.
@ Recuérdese que g(f2) es una region si Q2 lo es.

@ Si U es una componente de Fatou, por lo anterior cada
f7(U) esta necesariamente contenida en una componente
de Fatou, digamos U.,.

Pueden darse los siguientes casos:
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Componentes de Fatou. Clasificacion

1) Dominios errantes: todas las U, sean distintas unas de
otras (Uin U; =0 sii# j). Sieste es el caso, diremos que la
componente U es un dominio errante de f. Es conocido que las
funciones racionales no tienen dominios errantes.

2) Componentes periddicas: si f’(U) c U, diremos que U es
una componente periédica y, si n es el menor natural
verificando la condicién anterior, n se dirda que es el periodo de
la componente U. Si n= 1, entonces f(U) C Uy diremos que
U es una componente fija de f. Si, ademas, se verifica que
f~1(U) c U, diremos que U es completamente invariante.

3) Componentes preperiédicas: si f<(U) es periodica,
diremos que U es una componente preperiodica de f.
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Componentes de Fatou. Clasificacion

Teorema de clasificacion de las componentes periédicas

Sean f una funcién racional o entera 'y U una componente de f
con periodo n. Entonces una sola de las condiciones
siguientes se verifica:

(1) U contiene un punto n-periddico atractor z* y toda érbita
que se inicia en U converge hacia z*.

(2) Existe en su frontera un punto fijo neutral de ", z*, con
multiplicador igual a 1 con la propiedad de que todas las érbitas
que nacen en U convergen a z* (6rbitas respecto de ).

C. Pifieiro Diferencias entre las dinamicas racional y entera



Componentes de Fatou. Clasificacion

(3) U es un disco de Siegel: U es simplemente conexa y f" es
conjugada en U de una rotacién irracional g(w) = exp(2n6i)w,
siendo # € (R/Q)y w € D.

(4) U es un anillo de Herman (o de Arnold): U es equivalente a
unanilo A={z:0 < |z| < r}y " es conjugada en U con una
rotacion irracional en el anillo.

(5) f es enteray U es un dominio de Baker: U es no acotado
en Cy se tiene limy_, o, f”k(z) = o0, para cada z € U.
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Componentes de Fatou. Clasificacion

Teorema

Sean f entera trascendente y U C C una componente
preperiddica de Fatou. Entonces U es simplemente conexa.

Consecuencia

En el marco de las funciones enteras y trascendentes no hay
anillos de Herman.
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Dominios errantes y de Baker

Otra diferencia importante entre la dindmica racional y la entera
es que en esta ultima si existen dominios errantes y de Baker.

Ejemplo (Fatou)

Sea f(z) =1+ z + e “. Primero encontramos los puntos
criticos: f'(z) =1 — e % =0. Luego z = 2nxi con n € Z. Ahora
probaremos que las érbitas que se inician en el semiplano
derecho Re(z) > 0 son divergentes. Si Re(z) > 0, se tiene

Re(f(2)) = 1+Re(z)+e—R9(Z).COS(Zm(Z)) > Re(z)+(1 _eRe(3

~
~—

siendo el sumando entre paréntesis positivo. Esto prueba que
el semiplano derecho es invariante para f y que puede
aplicarse la relacion anterior a f(z)

Re(f?(2)) > Re(f(2)) + (1 — e Rell2)),
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Dominios errantes y de Baker

En general Re(f"(z)) > Re(z) + n(1 — e"Ré(3), lo que implica
que lim,_, f(z) = oo en el semiplano Re(z) > 0.

Por tanto, Re(z) > 0 es un dominio de Baker

Para obtener un ejemplo de dominio errante necesitamos la
siguiente proposicién.

Proposiciéon

Sea g una funcién entera tal que g(z + ¢) = g(z) + ¢ para todo
z € C, siendo ¢ una constante compleja. Se verifica
(i) Si h(z) = z + ¢, entonces h(F(g)) = h~1(F(g)) = F(g).

(i) Si f(z) = g(z) + c para todo z € C, entonces J(f) = J(9).
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Dominios errantes y de Baker

Prueba
Primero debemos probar las relaciones

(Mg"(z+c)=9"(2)+cy (29(z-c)=9(2) - c

En efecto, g(z) = g(z—c+ ¢) = g(z — ¢) + ¢, luego
9(z — ¢) = g(z) — c. La primera se prueba facilmente por
induccion.

C. Pifieiro Diferencias entre las dinamicas racional y entera



Dominios errantes y de Baker

Prueba
Primero debemos probar las relaciones

(Mg"(z+c)=9"(2)+cy (29(z-c)=9(2) - c

En efecto, g(z) = g(z—c+ ¢) = g(z — ¢) + ¢, luego

g9(z — ¢) = g(z) — c. La primera se prueba facilmente por
induccion.

(i) Sea zp € F(g) y escogemos un entorno U C F(g) de z,
donde (g") es normal. Por (1), se tiene g"(h(z)) = g"(z) + c,
por lo que se sigue que (g”) es normal en h(U) y, en
consecuencia, h(zy) € F(g). Ahora usando (2) y con el mismo
argumento anterior probamos que h~'(z) € F(g). Por otro
lado, se tiene
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Dominios errantes y de Baker

F(g) = ho h™'(F(g)) C h(F(g)).

(i) Sea zg un punto p-periddico repulsor de g y probaremos
que zy € J(f). Para ello, mostraremos que el cociente

(Y ()
4 [P (zo) P ()

tiende a oo cuando n — oo y el criterio de Marty nos asegura
que (f") no es normal en un entorno de z,. Probaremos por
induccion la igualdad f"(z) = g"(z) + nc. En efecto

+1(2) = £(f"(2)) = 1(g"(2) + nc) =

=9(g"(2) + nc) + ¢ = g"(2) + (n+ 1)c.

C. Pifieiro Diferencias entre las dinamicas racional y entera



Dominios errantes y de Baker

Finalmente, nétese que
fP(20) = gP"(20) + nc = zo + cn 'y (fP") (20) = (°") (20) = \",

donde \ = (gP)'(zy) es el multiplicador del punto repulsor zy y,
por tanto, |A| > 1.
Entonces el cociente (1) toma la forma

((FP"Y (z0)l Al
14+ |fP(20)|2 1+ |20+ cpn|?

Obviamente, el cociente anterior tiende a co cuando n — .
Queda probado, pues, que zy € J(f) y, en consecuencia,
J(g) C J(f). La otra inclusién se sigue con un argumento
analogo intercambiando los papeles de fy g.
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Dominios errantes y de Baker

Ejemplo 1

Sea g(z) = z+ 1 — €°. Los puntos criticos de g son z = 27ni
con n € Z. Estos puntos son también puntos fijos de g. Son,
por tanto, superatractores para g. Consideramos la funcién
f(z) = g(z) + 2ri, entonces gy f estan en las condiciones de
la proposicién anterior y, por tanto, se verifica F(g) = F(f).
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Dominios errantes y de Baker

Ejemplo 1

Sea g(z) = z+ 1 — €°. Los puntos criticos de g son z = 27ni
con n € Z. Estos puntos son también puntos fijos de g. Son,
por tanto, superatractores para g. Consideramos la funcién
f(z) = g(z) + 2ri, entonces gy f estan en las condiciones de
la proposicién anterior y, por tanto, se verifica F(g) = F(f).

Si denotamos por Uz, la componente de F(g) que contiene el
punto z, = 2xni, entonces cada U, €s un dominio errante
para f pues f(2wni) = 2(n+ 1)xi.
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Dominios errantes y de Baker

Ejemplo 2

Sea f(z) = z + Asenz, siendo A real y mayor que 1. Los puntos
criticos de f son las soluciones de f'(z) =1+ Acosz = 0. Si
ponemos z; = arccos(—1/A) y zo = 27 — zy, los puntos criticos
de f son

Zy+2ntny zo + 2wn paratodo n € Z.

Notese que z; € (0,7) y 2z € (w,37/2). Por tanto:

VA2 —1 A2 —1
sen(zy) = y y sen(z;) = -
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Dominios errantes y de Baker

Luego: f(z1) = z1 + VA2 — 1y f(22) = zo — VA?> — 1. Entonces,

si escogemos \ de modo que \? — 1 = 27, se verifica
f(z1) =21+ 21 y f(22) = 2o — 27.

Esto se usara mas adelante y nos dice que, para
A = V472 + 1, hay infinitos puntos criticos, pero sélo dos
orbitas de puntos criticos de f.
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Dominios errantes y de Baker

Luego: f(z1) = z1 + VA2 — 1y f(22) = zo — VA?> — 1. Entonces,

si escogemos \ de modo que \? — 1 = 27, se verifica
f(z1) =21+ 21 y f(22) = 2o — 27.

Esto se usara mas adelante y nos dice que, para

A = V472 + 1, hay infinitos puntos criticos, pero sélo dos

orbitas de puntos criticos de f.

Como f'(z) = 0, existe § > 0 tal que

f(u)y—f

(UL)IZ(Z1)| <1 paratodo u € D(zy,9).
—Z
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Dominios errantes y de Baker

Equivalentemente
[f(u) — f(z1)| < |u—z¢| < 6 para u € D(z,9).
Si ponemos U = D(zy, ), lo anterior prueba que

f(U) € D(f(z1),0) = 21 + D(z1,6) = 2 + U.

Por induccion se prueba: f"(U) c 2rn+ U para n € N.
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Dominios errantes y de Baker

Equivalentemente

[f(u) — f(z1)| < |u—z¢| < 6 para u € D(z,9).
Si ponemos U = D(zy, ), lo anterior prueba que

f(U) c D(f(z1),0) = 27 + D(z21,0) =27 + U.
Por induccion se prueba: f"(U) c 2rn+ U para n € N.

De la relacion anterior, se deduce con facilidad que (f"(z))
tiende a oo uniformemente en U.
Por tanto, U esta incluido en F(f).
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Dominios errantes y de Baker

Vamos a probar que la componente de Fatou a la que
pertenece U es un dominio errante de f.

Para ello, veremos que cada recta x = kx esta contenida en
J(f). Se necesita:

Teorema

Sea f entera tal que el conjunto de sus puntos singulares es
acotado. Si z € F(f), entonces lim,_,, f"(z) no puede ser
infinito.
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Dominios errantes y de Baker

Vamos a probar que la componente de Fatou a la que
pertenece U es un dominio errante de f.

Para ello, veremos que cada recta x = kx esta contenida en
J(f). Se necesita:

Teorema

Sea f entera tal que el conjunto de sus puntos singulares es
acotado. Si z € F(f), entonces lim,_,, f"(z) no puede ser
infinito.

Siz=kr+ yicony # 0, se tiene

(eiz o e—iZ)

f(2) = kn + Iy + A

=kn+ily +(\/2)(¢' —e77)].
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Dominios errantes y de Baker

Consideramos k par:

@ Casoy >0: & — e >0,luego Zm(f(z)) > Im(z).
Vemos que f(z) se mantiene en la recta x = kw y aumenta
su parte imaginaria.

La sucesion (Zm(f"(z)) es creciente pero no puede ser
acotada. De serlo (f"(z)) seria convergente hacia un
punto finito z* = k7 + y*i (y* > 0), que deberia ser un
punto fijo de f.

Pero los unicos puntos fijos de f son : z = kr (repulsores).
Esto prueba que (Zm(f"(z)) no es acotada, lo que implica
que la érbita (f"(z)) tiende a co.
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Dominios errantes y de Baker

Consideramos k par:

@ Casoy >0: & — e >0,luego Zm(f(z)) > Im(z).
Vemos que f(z) se mantiene en la recta x = kw y aumenta
su parte imaginaria.

La sucesion (Zm(f"(z)) es creciente pero no puede ser
acotada. De serlo (f"(z)) seria convergente hacia un
punto finito z* = k7 + y*i (y* > 0), que deberia ser un
punto fijo de f.

Pero los unicos puntos fijos de f son : z = kr (repulsores).
Esto prueba que (Zm(f"(z)) no es acotada, lo que implica
que la érbita (f"(z)) tiende a co.

@ Casoy <0: & —e <0,luego Im(f(z)) < Zm(z).
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Dominios errantes y de Baker

Definicion
Una funcién entera trascendente se denomina criticamente
finita si tiene un nimero finito de valores singulares.
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Dominios errantes y de Baker

Definicion

Una funcién entera trascendente se denomina criticamente
finita si tiene un nimero finito de valores singulares.

Se demuestra que las funciones criticamente finitas no poseen
dominios de Baker ni dominios errantes.

Las funciones Asenz y \cos z son criticamente finitas pues
s6lo tienen 2 valores criticos y ningun valor asintético (finito).

Por el contrario, las funciones z + Asenz 'y z + A cos z no son
criticamente finitas pues tienen infinitos valores criticos.
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El conjunto de Julia

e El conjunto de Julia
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El conjunto de Julia

Teorema

Sea f entera tal que el conjunto de sus puntos singulares es
acotado. Si z € F(f), entonces lim,_,, f"(z) no puede ser
infinito.
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El conjunto de Julia

Teorema

Sea f entera tal que el conjunto de sus puntos singulares es
acotado. Si z € F(f), entonces lim,_,, f"(z) no puede ser
infinito.

El conjunto de Julia

Las funciones enteras criticamente finitas tienen la propiedad
de que el conjunto de Julia es el cierre del conjunto formado
por los puntos con 6rbita divergente. Esta es otro notable
contraste con las funciones polinémicas, pues para estas
funciones el conjunto de los puntos con 6rbita divergente esta
incluido en el conjunto de Fatou, de hecho, se trata de la
cuenca de atraccion del punto co que es superatractor para las
funciones polindmicas.
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El conjunto de Julia

Teorema

Sea f entera criticamente finita. Si todo valor singular tiene una
Orbita divergente o preperiddica, entonces J(f) = C.
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El conjunto de Julia

Teorema

Sea f entera criticamente finita. Si todo valor singular tiene una
Orbita divergente o preperiddica, entonces J(f) = C.

Ejemplo

1. Sea E,(z) = \é?, siendo A\ > 1/e. En el apartado siguiente
probamos que esta funcidén no tiene puntos fijos reales. La
Unica orbita singular es (E{(0)). Por induccion se prueba que
es estrictamente creciente y no puede ser convergente por no
tener puntos fijos reales. Entonces la érbita debe ser
divergente y, por ello, J(E)) = C.

El caso A = 1 fue conjeturado por Fatou y probado por
Misiurewicz 60 afios mas tarde.
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